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Anzeige von Hoft III der Kreisel theoT-ie. 

Nach längürer Pause, welche durch meinen Üljei^ang in ein neues 
Lehramt bedingt wiirde, folgt aiif das zweite Heft der Theorie des 
Ki-eiaels (erschienen 189K} nunmehr ein drittes Heft. Dasselbe bildet 
nicht, wie es beabsichtigt war, den Schloß des Werkes; es zeigte sich 
nämlich, daß sich der Stoff außerordentlich dehnte, sobald das all- 
gemeine mathematische Schema der Theorie, gemäß dem ursprünglichen 
Plane des Werkes, auf die besonderen Bedingungen dea Versuches oder 
auf die mannigfachen Frageatellungeii der verschiedenen an der Kreisel- 
theorie interessierten Spezi alwisBenschaften angewandt wurde. Deshalb 
sind in diesem Hefte von den Anwendungen der Kreiseltheorie nur die- 
jenigen auf Astronomie und Geophysik zur Darstellung gekommen; die 
technischen und physikalischen Anwendungen verbleiben für eiii vierteB 
(letztes") Heft, 

Während sich der Beginn der vorliegenden Lieferung inhaltlich an 
die vorangehenden Kapitel anlehnt und in einem Nachtrag zu Kap. VI 
den auf der Horizontal ebene spielenden Kreisel behandelt (durch Nähe- 
ruugsrechnungeii mit strenger Fehl erab Schätzung), geht der Inhalt des 
Kapitels VII wesentlich über den Kreis derjenigen Probleme hinaus, 
weiche in der aualytischcn Mechanik idealer Mechanismen behandelt zu 
werden pflegen. Hier werden die allgemeinen Erfahrungen über die 
Wirkung der ReibungseinflUsse dargestellt und im Anechlussß daran die 
Eeibnng im Stützpunkte des Kreisels und deren Wirkung, das Auf- 
richten der Kreiselaxe, ausführlich diskutiert. Da einerseits die er- 
fahr ungs mäßigen Grundlagen für den Ansatz der Reibungsp roh lerne 
nicht sehr sicher sind, da andrerseits die mathematischen .Schwierig- 
keiten hei der strengen Durchfühnmg des Ansatzes 'sehr groß sein 
würden, so wii-d die Behandlung zum Teil auf graphischem Wege, mit 
Zuhilfenahme von Vernachliisaigungen nnd Näheningsraethoden durch- 
geführt, wie solche bereits an früberen Stellen der Krciseltheorie wieder- 
holt empfohlen wurden. Die Schärfe dieser Methoden reicht völlig aus, 
sofern man als eigentliches Ziel im Auge behält: von den in der Wirk- 
lichkeit zu beobachtenden Erscheinungen ein klares qualitatives und ein 
innerhalb der Fehlergrenze der Beobachtungen genaues quantitatives 
Bild zu entwerfen. Neben der lieihung im Stutzpunkte werden als 



"'p, 



O' 



:ü 



i 

I 



weitere, die ideale Kreiselbewpgimg entstellende üraacheo der Luft- 
widerstand, die Blastizitiit des Krefselmaterials nni! der Unterlage be- 
rficksichtigi Hierbei waren zum Teil bereits die ßückeichten auf spätere 
Anwendungen maßgebend, zum Teil sollten diese Untersuchungen als 
ein Beispiel zur Mechanik der wirklichen Erscheinungen oder, wie es 
hier gelegentiich ausgedrückt wird, zur irdischen Mechanik dienen (im 
(jegensatz zur himmlischen Mechanik, io welcher die hier behandelten 
Einflüsse meist nicht in Betracht kommen, oder zur reinen analytischen 
Mechanik, in welcher solche Einflüsse sra Gunsten der Eleganz der 
mathematischen Entwickelung gewöhnlich vernachlässigt werden). In 
einem Nachtrag zu diei^cm Kapitel wird sodann, unter Hinzuziehung 
von Bcobachtungsmaterial, die Behandlung des auf der Ebene spielen- 
den Kreisels mit Rücksicht auf die Reibung ei^änzt. 

Kapitel VIII behandelt in einem ersten Abschnitt die astronomi- 
schen Anwendungen der Kreisel theorie, in einem zweiten die geo- 
physikalischen. 

In den klasBischen Problemen der Präcession und der durch die 
Mondbewegung erzwungenen Nutatiou konnten füglich nene Ergebnisse 
nicht beigebracht werden. Der Gegenstand ist von altersber so er- 
schöpfend behandelt worden, daß die vorliegende Darstellung lediglieh 
darauf hinzuzielen hatte, die filr den Nichtfachmann nicht immer durch- 
sichtige DarsteUu 11 gs weise der Astronomen durch ein anschaulicheres 
Verfahren zu ersetzen. Das Mittel hierzu bot eine Methode von ÖauB 
zur StÖnnigsrechnung, welche hier nach verschiedenen Richtungen aus- 
gebaut wird. 

Im Gegensatz hierzu sind die in dem geophysikalischen Abschnitt 
untersuchten Probleme zum Teil jüngsten Datums. Es handelt sich 
hier namentlich um die freien Nntationen der Erdaxe, deren Periode 
von Chandler festgestellt wurde, und weiter um die Erscheinung der Pol- 
schwankungen überhaupt. Sowohl in der Darstellnng des objektiven 
Sachverhaltes wie in der Erklärung desselben dürfte die hier gebotene 
Behandlung entschiedene Fortschritte aufweisen. Wegen der grund- 
legenden Wichtigkeit der Frage wurden bei der Erklärung der vierzehn- 
monatlichen ChaniU ersehen Periode auch die erforderlichen Hilfssätze 
aus der Hydrodynamik und der Elastizitätstheorie aufgenommen und 
auf vereinfachtem Wege bewiesen. Ferner wurde zur Erklärung der 
jährlichen Periode der Poischwankungen die Theorie der meteorologi- 
schen Massentranaporte entwickelt, wobei sich abermals die in den 
früheren Heften betonte Impulatheorie und die freiere, begriffliche Auf- 
fassung der dynamischen Differentialgleichungen als besonders frucht- 
bar erwies. Den Schluß des geophysikalischen Abschnittes bildet die 



Besprechung der berülimteii Foucauitsclieii Kreiselverauclie zum Nachweis 
der Enlrot&tion. Hier kam es einerseits damuf au, unnötige matbeuia- 
tisehe Schwierigkeiten auszuschalten, welche in den älteren Darstelhmgen 
der Poucaultschen Versuche eineu breiten Raum einnebmen, andererseits 
die störenden Einflüsse berrorzukehren und ihrer GröSenordnung nach 
abzuschätzen. 

Auf Wunsch meines hochverehrten Lehrers F. Klein habe ich 
schließlich darauf hinzuweisen, daß ich bei der Äbfiissung dieses Heftes 
noch in weit höherem Grade wie bei den vorangehenden Heften über 
deu Inhalt der ursprüngbchen, von Herrn Klein gehaltenen Universitäts 
Vorlesung hinausgegangen bin. Die in Kapitel \^I gegebenen Aus- 
führungen zur Mechanik der störenden Einflüsse waren in jener Vor- 
lesung nur in allgemeinen Umrissen postuliert worden; die hierzu er- 
forderlichen Integrationa- und NUherungsmethoden (auch in dem Nachtrag 
zu Kap. VI) sowie alle Einzelresultate rühreu von mir allein her. Was 
die astronomischen Anwendungen betriift, so erkannte Herr Klein die 
Vorzüge des Gaußischen Verfahrens, nach welchem er in jener Vorlesung 
insbesondere das Präcessionsproblem behandelte; die Anwendung des- 
selben Verfahrens auf das Problem der Nutationen sowie alles Zahlen- 
mäßige habe ich dagegen von mir aus hinzugefügt. Von dem Problem 
der Polschwankungen war in jener Vorlesung Oberhaupt nicht die Rede, 
sodaß die hier gebotenen etwaigen Fortschritte (Kap. VUI § 6 — 8) 
als mein Eigentum zu betrachten sind. Für die Auffassung der Foucauli^ 
sehen Versuche waren die Grundlinien bereits von Herrn Klein vor- 



Im übrigen betone ich gern, daß mir das fortgesetzte Interesse, 
welches Herr Klein an der Weifcerfuhrung des Werkes genommen hat, 
sowie die mancherlei Anregungen, die er mir bei Vorbesprechungen 
und bei der Korrektur zukommen ließ, meine eigene Arbeit wesent- 
lich erleichtert haben. Femer habe ich den Herren Sehwarzschild 
und Wiechert zu danken für viele wertvolle Nachweise und Berichti- 
gungen zu den astronomischen und geophysikalischen Gegenständen. 

Möge das vorliegende Heft nicht nur dem Mathematiker und Physiker 
von Nutzen sein, der die Mechanik um ihrer selbst wiUen treibt und an 
der Hand des hier so eingehend ausgeführten Beispiels zu einem tieferen 
und lebendigeren Verständnis der Wissenschaft vordringen will, sondern 
möge dieses sowie das folgende Heft auch von den Vertretern der Astro- 
nomie, der Geophysik und der Technik gern zu Rate gezogen werden, 
so oft dieselben auf ihrem besonderen Gebiete mit der Theorie der 
Kreisel Wirkungen in Berührung konimenl 

Aachen, im Juli 1903. A. Sommerfeld. 
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Ajahang zu Kapitel VI. 
§ 10. Der auf der HoriBontalebene spielende Ereisel. 

Als Gegeostück zur Theorie des Ereisela mit festem Stützpunkte 
soU die Bewegung des Kreisels mit horizontal beweglichem Stützpunkte 
anhangsweise behandelt werden, also diejeuige Bewegung, an welche 
Erwachsene und Kinder in erster Linie bei dem Wort« „Kreiael- 
bewcgung" denken. Wir beabsichtigen hierbei in analytischer Hinsicht 
lange nicht so weit zu gehen, wie bei dem vorigen Probleme, sondern 
werden zufrieden sein, wenn wir ein klares BUd von dem qualitativen 
Charakter der Bewegung entwerfen können. Dies gelingt, mit Um- 
gehung aller unaljtischen Schwierigkeiten, welche sonst auftreten würden, 
wenn wir mit begrenzter Genauigkeit rechnen wie solches im Kap. IV, 
§ 9 empfohlen wurde. Wollen wir die Bewegung nur mit derjenigen 
Schärfe feststellen, wie sie etwa die mit blofsem Auge angestellte 
Beobachtung eines gewöhnlichen Kreisel-Spielzeugs, ohne besondere 
Verfeinerung der Beobachtuugs mittel und ohne sorgsame Ausschaltung 
von Störungaursachen liefert, so können wir uns sogar mit einer recht 
geringen Genauigkeit begnügen. Vom mathematischen Standpunkte 
ist offenbar auch eine grobe Näherung logisch befriedigend, sofern wir 
den bei unsprer Beckmmg zugelassenen Felder abschafzeH können. Auf 
diesen Punkt werden wir im Folgenden besonderen Wert legen. Da- 
gegen würde es uns, bei Zugrundelegung des soeben genannten Mafs- 
stabes für die anzustrebende Genauigkeit, wertlos scheinen, durch 
Heranziehung höherer analytischer Hnifsmittel den Genauigkeitsgrad 
der Eechnung weiter zu verfeinem. 

Von der den Kreisel tragenden Ebene werden wir voraussetzen, 
dafs sie rollkommen glatt, also reibungslos sei, da wir auf die Wirkung 
der Reibung im nächsten Kapitel zurückkommen. Der Gegendruck 
der Ebene, die Reaktion R derselben gegen den Kreisel, ist danu 
senkrecht gegen die Ebene, also vertikal gerichtet. Da der Stützpunkt 
nicht mehr so sehr vrie bei dem früheren Problem ein geometriacli 
ausgezeichneter Punkt ist, werden wir nicht diesen, sondern den 
mechanisch ausgezeichneten Schwer])uukt S znm Bezugspunkte im 
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VI, Anhang, Der ftnf der Horiiontalebene spielende Kreiael, 



Sinne von Kap. II, § 2 wählen. Die VerbindnngsHnie OS heifst wie 
früher die Figurenaxe, ihr Winkel gegen die Vertikale fr. Die Ent- 
fernung OS werde mit E, die Gesamtmasse des Ereieels mit M be- 
zeichnet. Es werde abkürzend P=MgE gesetzt, so dafs P wie 
früher das Moment der Schwere um die zur Figurenaxe senkrechte 
horizontale Axe durch bei horizontaler Lage der Figurenaxe be- 
deatet. Wir nehmen, worin keine wesentliche Spezialisierung liegt, 
der Kürze wegen an, dafs das für den Schwerpunkt konstruierte Träg- 
beitaellipsoid eine Kugfl sei; der allec Axen durch S gemeinsame Wert 
des Trägheitsmomentes beifse A. 

Als ättfaere Kräfte kommen, da wir die Reibung vernachlässigen, 
nur die Schwere Mg und der Gegendruck It in Betracht, dessen 
Grobe sich aus dem Folgenden ergeben wird. Das Potential der 
Schwere ist (bis auf eine willkürliche Konstante) 



(1) 



-Mgz 



-- P eoaö', 



wo X = E cos * die vertikale Koordinate des Schwerpunktes in dem 
in Figur 68 angedeuteten festen Koordinatensystem ist. Dagegen liefert 
der G^endnick R zur potentiellen Enei^e keinen Beitrag, da er keine 
Arbeit leistet, sondern senkrecht 
gegen die Bewegung seines An- 
griffspunktes gerichtet ist. Andrer- 
seits liefert die Schwere in unserem 
Bezugspunkte S kein Drehmoment, 
während der Gegendruck zu einem 
Drehmomente Aniafs giebt, welehea 
die ,,Knotenlin!e" zur Axe hat, also 
diejenige Linie, welche sowohl auf 
der Vertikalen wie auf der Figuren- 
axe senkrecht steht. 
Wir fassen wie üblich die äufseren Kräfte zu einer Einzelkraft 
und einer DreMraft (Kmftepaar) hinsichtlich des Bezugspunktes S 
zusammen. N^ach dem eben Gesagten ist dit Einzelhraft beständig 
vMihal gerichtet und gleich R — Mg. Die Axe der Drehkraft liegt 
dauernd kmiontal und senkreclU etir Figarenaxe; der Gröfse nctck ist 
sie gleich dem Momente von R um 8. 

Die wichtigsten Aufschlüsse über den Verlauf der Bewegung liefert 
uns hier wie überall unser Impulssatz aus Kap. 11, § 5, welcher uns 
in anschaulicher Weise die Schwerpunkts- und Flächensätze zusammen- 
faJst, Der Impuls zerlegt sich hier ebenfalls in zwei Bestandteile, den 
Einndimpuls (oder Schiehestofa) und den Drekimpuls (oder Drehstofs). 
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§ lü. Der auf der Horizontalebeiie spielende Erejael. 515 

Die Komponenten ie» ersteren nach den im Ranine festen Koordinaten- 
asen x, y, s werden wie früher mit \X\, [Y], [Z], die Komponenten des 
letzteren mit l, m, n bezeichnet. Wir werden auch die Komponenten 
L, M, N des DrehimpulaeB nach einem im Kreisel festen Koordioaten- 
syetem nötig haben, dessen Anfangspunkt der Schwerpunkt und dessen 
Z-Aie die Figurenaxe ist. 

Nach dem angezogenen ImpulesatBe ist nnn die An derungsgesch win- 
digkeit jeder Komponente des Einzelimpulses und des DrehimpnlseB 
gleich dem augenblicklichen Werte der entsprechenden Komponente 
der Einzelkraft und Drehkraft. Aus dem, was wir über Richtung 
und Axe dieser letzteren bemerkten, folgt aber, dafs die Horizonkä- 
komponenten des Einzelimpulses und die Vertikalkomponcnte des Dreii- 
imptUses während der Sewegunff konstani bleiben; die Öufseren Kräfte 
beeinflussen nur die Vertikalkomponente des Sekiebeslofses und die Hori- 
eorUaikomponenten <Jes Drehstofses. 

In Zeichen heilst dieses 



(2) 



[X|=.con8t., [ri = con3t., 



= conat. 



Da nach pag. 102 [X], [Y] und [Z\ den betreffenden Schwerpunkta- 
gesch windigkeiten proportional aind {[X] = Mx' etc.), so s^en die 
beiden ersten Gleichungen (2) aus, dafa die Horizontalprojektion des 
Schwerpunktes eine gerade Linie mit konstanter Geschwindigkeit durch- 
läuft. Natürlich steht und Tällt dieses Resultat mit der Annahme, 
dafa im Stützpunkt keine Reibung auftrete. 

Nehmen wir den Impulssatz für .die dritte Komponente des 
SchieheBtofses (bez. den entsprechenden Schwerpunktsaatz) hinzu, so 
erhalten wir: 
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Diese Gleichung können wir als BesHmmungsglfichung der Meaktions- 
kraft auffassen; indem wir f(ir \Z] den Wert Ms eintragen, ergiebt sich 

(3) B. = Me' + Mg. 

Aufser der Gleichung n = const. besteht auch hier die Gleichung 

(4) N^-^ const., 

wie wir aus dem „modifizierten Impulssatze" IIb von pag. 145 achliefsen. 
Nach diesem Satze ist nämlich die An derungsgesch windigkeit des Dreh- 
stofeee reJativ zum Körper nach Axe und Gröfse gleich dem Dreh- 
moment der äufaeren Kräfte vermehrt um die resultierende centrifugale 
Drehkraft (vgl. pag. 144). Letztere verschwindet beim Kugelkreisel 
schlechtweg, die Ase des ersteren steht nicht nur anf der Vertikalen, 
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51fi VI. Anhang. Der auf der Horizontal ebene spielende Kreisel. 

SO ade m auch auf der Figurenase senkrecht. Infolgedessen ist die 
ÄnderungBgeach windigkeit der DrehatorBkomponeote A'nach der Figuren- 
axe gleich Null und diese Komponente selbst konstant. 

Endlich nehmen wir noch den Satz der lebendigen Kraft 2*+ K— h 
hinzu. T aetzt sich hier aus zwei Teilen zusammen, aus der leben- 
digen Kraft der Drehbewegung T, und aua der der fortBchreitenden 
Bewegung T^. Die letztere drückt sieh durch die Schwerpunkts- 
geschwindigkeiten aus und ist 

r.-f («•■ + !/■■ + .'•). 
Wir führen, wie beim Kreisel mit festem Punkte, die Abkürzung 
(5) cos * = M 

ein und haben nach Figur 68 

e =" Ea, e' = Eu. 
Bedenken wir noch, dafs die Geschwindigkeitskomponenten x' und y' 
Konstante sind, so können wir die beiden ersten Glieder von Tj mit 
der Konstanten k vereinigt denken und diese Glieder unterdrücken. 
Wir schreiben daher einfacher 

T ^^' ,/t 
1^ g-w ■ 

Die lebendige Kraft der Drohbewegung T, unterscheidet sich in 
nichta von der lebendigen Kraft des Kreisels mit festem Stützpunkte. 
Der Ausdruck derselben durch die Gröfse u = cos fr wurde bereits 
pag. 222 entwickelt. Er lautet, für den Kugelkreisel spezialisiert: 

Indem wir noch für V den ÄusLlnick (1) V= l'u benutzen, schreiben 
wir die Oleichnng der lebendigen Kraft folgendermal'sen : 

Da nach (2) und (4) n und N Konstante sind, liefert uns die 
Toreteheude Gleichung eine Beziehung zwischen u und u bez. zwischen 
w und /, aus welcher die wechselnden Neigungen der Figurenaie gegen 
die Vertikale als Funktiuu der Zeit entnommen werden können. Wir 
rechnen, indem wir auf gleichen Nenner bringen, zunächst ?('' aus und 
erhalten «''= U, mit Einführung der Abkürzung JJ 
,-, .. 8.Aifc(l — w*) — 2APu(,\ — u*) + 8nJfu — Jf '— w' 

'•'•' A*-\'Äa(l — u*) ' 

a — Ml'? bedeutet dabei das Trägheitsmoment der im Schwerpunkte 
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konzeatriert gedachten GesamtmaBee M um eioe : 
rechte Gerade durch 0. Es folgt duo: 



: Figurenaxe senk- 



(8) 



^,-VÜ oder d. 



Wir wollen sogleich eine entsprechende Darstellung für den Winkel 
i> geben, den die Knotenlinie des Kreisels mit einer beliebigen festen 
horizontalen Geraden bildet. (Den dritten EiJerschen Winkel p werden 
wir im Folgenden nicht explizit nötig haben.) tp bestimmt sich nach 
pag. 222 Gleichung (4) aus: 

dt ~ Asin'9 ' 
also wenn wir wie vorher cos 9 ^ u setzen, aus 



dt AH-u*} 

Wir integrieren, indem wir dt nach Gl (8) durch du ausdrucken und 
erhalten: 

Die in den Gleichungen (8) und (8') gegebene Integraldarstellung der 
Bewegung, die schon von Poisson*) herrührt, vergleichen wir zunächst 
mit der entsprechenden Darstellung, die früher {pag. 223) für den 
Kreisel mit festem Punkte entwickelt wurde. Es zeigt sich dabei 
einerseits eine grofse Analogie der Formeln, wir bemerken aber andrer- 
seits, dafs der Ausdruck von fT jetzt etwas komplizierter ist wie früher. 

Während der frühere Ausdruck ü drei Nnllstellen und eine Un- 
endlichkeitsetelle besafs, hat unser jetziges U drei Nullstellen (die- 
jenigen Werte von «, für die der Zähler verschwindet) und drei tJn- 
endlichkeitsstellen (nämlich den Wert n = oo und die Werte, für die 
der Nenner verschwindet). 

Aus der Analogie der jetzigen und der früheren Formeln folgt 
unmittelbar, dafs ein Teil unserer früheren Resultate ungeändert be- 
stehen bleibt. So können wir z. B. den Beweis für die „Periodizitäts- 
eigeuBchaften der Bewegung", von denen früher die Rede war, auf den 
vorliegenden Fall unmittelbar übertragen, indem wir die Schlüsae von 
Kap. IV, § 4 wörtlich wiederholen. Ea ändert sich also ( und i^ je 
um einen bestimmten Zuwachs, nämlich um eine sog. „Periode", wäh- 
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■) Vgl. Poi 



, Traitä de M^canique II, Nr. 131 ff. 
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rend die Integrationsvariable u zwischen denjenigen beiden Wurzel- 
werten Cfl und e, von U hin- und hergeführt wird, die im Inteiralle 
— 1 und -f* I- liegen. 

Diese Periodizität tritt besonders deutlieh in der Bahnkurve her- 
vor, die der Stützpunkt auf der tragenden Horizontalebene beschreibt 
und die jetzt passend an die Steile der in Kap. IV betrachteten Bahn- 
kurven tritt. Wir können ohne Beeinträchtigung der AUgemeinheit 
annehmen, daTs die Projektion Ä" dea Schwerpunktes S auf die Hori- 
zontalebeue festliegt, dal's also die horizontale konstante Schwerpunkts- 
geschwindigkeit im beaondeien den Wert Null hat. (Im anderen Falle 
brauchten wir in der Horizontnlebcne nur statt eines festen ein mit 
der horizontalen Schwerpunktsgeschwindigkeit gleichförmig fortachrei- 
tendea Axenkreuz zu Grunde zu legen; die im folgenden zu zeichnende 
Figur würde dabei in Richtung dieser Geschwindigkeit in leicht er- 
sichtlicher Weise auseinander gezogen werden.) Unter die§er Annahme 
wandert der Schwerpunkt auf der festen im Punkte 6" errichteten 
Vertikalen auf und ab und die Bahnkurve zieht sich zwischen zwei 
konzentrischen, um den Punkt .S" beschriebenen Kreisen hin und her, 
die den beiden Neigungen cos & •- f„ und coa & = fi^ der Kigurenaxe 
entsprechen. Aus den genannten Periodizitätseigenschaft«n folgt dann, 
daTs die aufeinander folgenden Bögen der Bahnkurve zwischen den 
beiden Kreisen Cg und t\ wechselweise symmetrisch iind kongruent 
verlaufen. Zur qualitativen Veranschaulichung der Bahnkurve können 
direkt die froheren Figuren aus Kap. IV, § 1 und 2 in sinngemäfser 
Modifikation dienen; für einen besonderen und besonders wichtigen 
Fall werden wir die Bahnkurve im Folgenden genauer berechnen und 
die soeben angedeuteten Überl^ungen im Einzelnen durchführen. 

Andererseits würde die verschiedene Bauart unseres U im jetzigen 
und früheren Falle auch manche Unterschiede in der weiteren analy- 
tischen Behandlung mit sich bringen. Man bezeichnet die Integrale 
in (8) und (8"), da sie um einen Grad komplizierter sind wie die 
früheren elUptiscben Integrale, als liypereliiptische. Der Unterschied 
beider zeigt sich besonders im komplexen Gebiete, wenn wir versuchen 
wollten, unsere Gröfaen u und ip als Funktionen der Zeit für alle 
(auch die komplexen) Werte von t darzustellen*}. Es ist aber nicht 
unsere Absicht, auf die hierbei auftretenden Schwierigkeiten irgendwie 

*) » und ifi sind im Komplexen nicht mehr eiadenttge Funktionen von t, 
wohl aber laesen eich, wie man in der Theorie der sog. automorphen Funktionen 
Keigt, H, 1^! und 1 für den ganion komplexen Wertebcreicb durch eine Hülfs- 
variable eindeutig daTateilen. Vgl. hierzu F. Klein: The mathematical tbeory 
of the Top. I'rinceton Lectwcij, New York 1807, insbes. den letzten Abschnitt. 
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einzugehen. Für die Dumerische Beherrachung der Kreiselbewegimg 
im Reellen, die doch allein unser Zweck sein kann, würde bei dem 
gegenwärtigen Stande der Theorie auf diesem Wege nichts gewonnen 
werden. Eher würde Bich hierfür ein Verfahren empfehlen, welches 
WeierBtrafs*) in allgemeinen Zügen für alle ähnlichen Probleme 
entworfen hat und welches darauf abzielt, « als Funktion von ( durch 
eine trigonometrische Reihe mit beliebiger Genauigkeit zu berechnen. 
Indessen können wir auch von den hierdurch bedingten, immerhin 
ziemlich umständlichen Rechnungen absehen, da wir uns, wie oben 
begrfindet wurde, mit einer geringen Genauigkeit begnügen werden. 

Speziell werden wir uns für das Analogen der früher behandelten 
pseudoregidären Präassion interessieren, weil diese durch die gewöhn- 
lichen AntriebsTorrichtungen in der Regel realisiert wird. Wir wollen 
also voraussetzen, dals der Eigenimpuls N „sehr grofs sei". Dies soll 
(vgl. pag. 293) bedeuten, dafs das Quadrat von N grofs sei gegenüber 
der gleichbenannten ßröfse AF. Z. B, können wir voraussetzen: 

Femer wollen wir etwa annehmen, dafs der Kreisel zu Beginn der 
Bewegung [t = i^ keinen seitlichen Änstoi's bekommen hatte, dafs also 
seine Anfangsbewegimg uns einer reinen Rotation um die Figurenase 
bestand. Dann liegt der anfängliche Drehimpula in Richtung der 
Figurenase und ist mit N zu bezeichnen. Ist die anlängliche Neigung 
der Figurenase gegen die Vertikale &^ und setzt man cos dp = (■„, so 
wird die Projektion des Drehimpulses auf die Vertikale 

(9) n-Xe,. 

Ueberdies erkennt man, dafs für t = t^ notwendig m' = sein muTs. 
Denn die Figurenase ist nach Voraussetzung zu Beginn Rotationsase, 
kann also ihre Lage im Räume momentan nicht ändern. Aus u' = 
folgt nach Gl. (8) U^ 0, d. h. 

2Ah{\ - e^') - 2AFe^{l - c/) + inNe^ - A"* - «' = 0. 

Hieraus entnehmen wir den för unsere Bewegung gültigen Wert von 
Ä, indem wir n nach (9) durch N ausdrücken, nämlich 

(10) 2Ah^2APe^ + N\ 

Wir wollen zunächst U in seine Linearfaktoren spalten. Im Zähler 
von JJ mulÄ sich der Faktor Cq — w herausziehen lassen, da ja ü für 



•) Über eine Oftttnng reell penodisoher FnnttioneB. Honatabeiiclite der 
Barliuei' Akademie 1866, pag. 97. 
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!t = Ca verschwindet. In der That ergiebt eich i 
auf (9) and (10): 



ipieleode Kreisel. 

(7) mit BückBicht 



(11) 



f7 = 



Ml) 



Die weiteren VerschwindungBstellen des Zählers und Nenners mögen 
c,, p, bez. ±e heifaeu. Indem man den Nenner gleich Null setzt, 
findet man: 

(12) "'-1 + ;; 

ferner ergieht sich durch NullHetzen des Zählers und Äufliisung einer 
quadratischen Gleichung: 



(13) 






|Pi,I ist der geometrischen Bedeutung nEtch < 1, \e\ nach Gl. (12) >1. 
Da wir AP:N* als kleine Zahl voranssetzen, kSunen wir, um die 
GröfBenordnung von ^j und c, festzustellen, die QuadratvTurzel in (13) 
nach dieser Gröfse entwickeln und erhalten: 



(14) 



- «0-^(1 -Vi + ■ 

n .< P ' 



Es ist also Ci wenig kleiner wie e,,, p, sehr grofs. Die gegenseitige 
Lage der fünf Stellen fi^, e^, e^, ± e wird durch Fig, 69 veranschaulicht 



L 



Durch seine Linearfaktoren dargesteUt, nimmt daher U die Form an: 



(15) 



ü- 



2P(e, — u) («- 



',) iu 



der Faktor ^ berechnet sich darauB, dals eich U nach der fräheren 

Darstellung (11) für k •— oo wie « verhalten mufs. 

Betrachten wir nun das Integral (8). In diesem mufs u not- 
wendig zwischen den Grenzen — 1 und + 1 liegen und di reell und 
positiv sein. Beginnen wir also die Integration mit dem Anfanga- 
werte u =• e^, an mufs w zunächst abnehmen bis e^ , dann zunehmen 
bis fg n. s. f , da einer Unterachreitung von e^ oder einer tiberschreitung 
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Ton ^0 ®'^ imaginärer Wert Ton df entsprechen würde. (Damit ilt 

positiv ausräUt, ist es nur nötig, das unbestimmte Yurzeiclien von 
Yn bei jeder Umkehr der Integrationsrichtung ebenfalls umzukehren.) 
Die IntegratioDS variable ii ist also auf das enge Gebiet zwischen ''„ 
und f, eingeschränkt. Wir schliefsen daraus, dafs sieh der Faktor 
f j — M während der Integration nar sehr wenig ändert, da sein Maximum 
Cj — Cj und sein Minimum e^ -~ e^ sowohl wegen der Gröfse von i>^ 
wie wegen der Kleinheit von Cf, — e, nahe zusammenfallen. Wir könnten 
ihn hiernach annähernd konstant setzen, etwa gleich 



X&ch (8) und (1.'}) ist nun die genaue Zeit gegeben durch: 



i)(u. 



<.)(«l- 



wenn ^ den der Anfangslage u = f „ entsprechenden Zeitpunkt be- 
zeichnet. Wir führen daneben eine anf/imiihcrtc Zeitbestimmung ein, 
indem wir e, — m durch den angegebenen Näherungswert Cj — n^ er- 
setzen, schreiben also: 



(16) 



leicht einsieht, in der Beziehung 



(*' - U Vr^^i <t-%<{t'- Q ] 
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Diese beiden Zeiten stehen, wie 
KU einander, dafs stets 

(17) 

Haben wir also den angenäherten Wert der Zeit bestimmt, so ist 
damit der wahre Wert innerhalb sehr enger Grenzen bekannt. Um diese 
Grenzen noch näher festzusetzen, schreiben wir nach (14); 



LS. + . 



Wenn z.B., wie wir pag, 519 voraussetzten, A''> 100 .AP ist, so weichen 
diese Gröfsen von der Einheit um weniger als 10~* nach der einen 
oder anderen Seite hin ab und unsere angenäherte Zeitbestimmung 



n^=('-i^- 


.)(l + AJ + ...)_,. 


=i-'^+'' 


■-i-^(i-«"'). 


y|^=(i-4^- 


.)(,+i^+...)=,. 


=1+^+- 


.-i+^^i-.,-)- 



522 ^- Aaliaiig. Der auf der Eorizontalebene Bpielende Kreisel 

imtersclieidet sich von der waliren um weniger als t^7o* ^^^ prak- 
tische Zwecke dürfte diese Abweicliui^ Qberluapt nicht in Botracht 
kommen. 

Durch die Einführung iinaerer angenäherten Zeit ist aber das Pro- 
blem aus dem Gebiete der hyperelliptischen in das der elliptischen In- 
tegrale verlegt. Wir könnten auf das Integral (16) die früheren Me- 
thoden unmittelbar anwenden und u als elliptische lunhtion der atv- 
geniHicrUM Zeit t' darstdlcn. Die erforderliche Fehlerabschätznng läfat 
sich alsdann aus der Ungleichung (17) entnehmen. Wir wollen aber 
noch einen Schritt weiter gehen und die Berechnung auf elementare 
Funktionen zurllckfUliren. Bemerken wir zu dem Zweck, dafs sich anch 
der Faktor e*— m' wegen der Kleinheit des IntegratioDsintervalles Cy— ''i 
nur wenig ändert und näherungsweise gleich 

gesetzt werden kann. Dementsprechend fuhren wir eine zweite ge- 
näherte Zeitbeatiraniimg ein, indem wir schreiben: 



(18) 






in 



I/K-.X.-O 



Zwischen i und f" besteht dum die TJngleicbimg; 

(19) ((" - ü Vl^'^, <l-t,< (I- - I.) V'^'^.- 

Die Grenzen, die hiemach dem wahren Zeitwerte gezogen sind, sind 
nicht mehr so enge wie vorher. Man berechnet nämlich nach (14): 



4^+-)(i + l"v+-) 
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fe^.-(l-|^^+-)(l + |!^+-)-l + = 



= 1 + 



(V: 



!,)«. 



■1 + 






Diese Faktoren weichen also immer noch am weniger als -^,- = 10 * von 
der Einheit ab; da die in (19) auTserdem noch hinzutretenden Faktoren 

y^^— — ° und y-^ von höherer Ordnung gleich 1 waren, so ist 

damit auch die Abweichung der wahren Zeit ( von der angenäherten 
Zeit t" festgestellt. Diese Abweichung beträgt weniger als 17(, der 
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wahren Zeit, ist also nicht mehr so klein, wie vorher, aber für unsere 
Zwecke klein genug. 

Das Integral (IS) führt aaf cyklometriache Funktionen. Der Be- 
qaemlichkeit wegen ^hren wir die Abkürzungen f, v, a ein, indem 
wir setzen; 



(20) 
daDn wird 









abo 

(21) 



f - /n = - 



0) bedeutet dabei die näherungeweiee berechnete Zeit, während welcher 
u das IntegrationsintervaU von e^ biß e.^ oder v das entsprechende Ge- 
biet von + £ bis ~ E einmal durchläuft. Wir nennen m die „halbe 
Periode der Kreiselbewegung". Sie ist gleich derjenigen Zeit, während 
welcher die Figurenaie aus der einen äufsei-aten Neigung c^ in die andere 
äulserste Neigung e, oder aus der mittloreo Neignng «„ in eben diese 
Neigung auf kürzestem Wege zurückkehrt. Nach der Zeit 2u wieder- 
holen sich die Neigungen der Figurenaie periodisch. Der noch un- 
bestimmt gelassene Zeitpunkt t^ möge der Bequemlichkeit halber gleich 
— genommen werden, der Nullpunkt der Zeit t" also mit der mittleren 
Neigung der Figurenaxe (ü = oder u ^ «„) zusammenfallen. Gleichung 

(21) geht dann über in: 

(22) r = -^arciiiny- 

Ks liegt auf der Hand, dafs wir diese Beziehnng lieber „um- 
kehren" und in der folgenden Form schreiben werden; 



(23) 



- oder w = «u + f sin - 



Damit sind die wechselnden Neigungen der Figurenaxe iji explmter 
RVise als Funktion der angenäherten Zeit t" beschrieben. Um den bei 
dieser Berechnung zugelassenen Fehler abzuschätzen, d. h. um den Wert 
von M, der zu der wahren Zeit t gehört, in Grenzen einzuscbliefsen, 
brauchen wir nur die Ungleichung (19) in gewisser Weise ebenfalls 
umzukehren. Dieee Ungleichimg sagt uns, wieweit die wahren und 
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apgenäherten Zeiten, die zu gleichem u gehören, höchstens von ein- 
ander abweichen. Wir können sie auch so schreiben: 



y^^ « - Q < t" - 1, < y^ ^ (t - Q. 

Der wahre Wert von w, d. h. der Wert von u zur Zeit t, mufs hier- 
nach gleich einem derjenigen Werte sein, welche sich nach Formel (23) 
für das vorstehend bezeichnete Intervall der angenäherten Zeit bestimmen. 
Da (von der Umgebung der Integrationsgrenzen e^ und e^ abgesehen) 
u mit wachsendem t beständig wächst oder beständig abnimmt, so 
können wir auch sagen: Der wahre Wert von u ist zwischen denjenigen 
Werten enthalten, wdclie sidi für die angenäherten Zeitpunkte 







Cj — Cj 


l*.-*io! 



nach Gleichung (23) berechnen. Die gewünschte Fehlerabschätzung ist 
damit geleistet. 

In entsprechender Weise verfahren wir mit dem Winkel ^ in 
Gl. (8'). Setzen wir für n und U die Werte aus (9) und (15) ein, so 
ergiebt sich zunächst 

Wir könnten auch hier wieder ein angenähertes Azimuth ^' einführen, 
welches sich durch ein elliptisches Integral berechnen läfst, indem 
wir den Faktor e^ — u ersetzen durch c^ — Uq, Indessen gehen wir lieber 
gleich einen Schritt weiter und schreiben: 

sodafs sich die weitere Rechnung im trigonometrischen Gebiete abspielt. 
Wir substituieren als Integrationsvariable die angenäherte Zeit ^''; nach 
Gl. (18) und (23) haben wir 

w = Wo + « Sin -^, Co — w = £ ^1 — sm -^ j 
und daher 

(27) *"-z 1^-/(1---^)''^" 

= -7- ; , ~ (— (^ — W + COS ) • 
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Die IntegrationskouBtante vurde hierbei so gewählt, dafs i/r" ver- 
echwuidet für t" = t^^ mß. Wiederum ist der angenäherte W&i von 
tf" als expimte Funktion der angenäherten Zeit t" dargesleUt. 

Zwischen dem wahren Azimuth ^ nnd dem genäherten i/i" besteht, 
wie der Vergleich von (26) ond (25) ergiebt, die Beziehimg 



(28) 



^Vf 



^M>" <^< nr?,' ]/^ 



«I.'«. 



^tl *"■ 



Da beide Faktoren, mit denen V" multipliziert ist, wenig von 1 ver- 
schieden sind, ist hierdurch der wahre Wert von ^ mit Hülfe des an- 
genäherten in enge Grenzen eingeschlossen. 

Durch und u lassen sich die Übrigen auf die Kreiselbewegung be- 
züglichen Gröfsen darstellen. Besonders werden wir uns für die Bahn- 
kurve des Stätepittikles in der tragenden Hurizontalebene interessieren, 
weil diese bei der Bewegung in erster Linie ins Auge fällt und sich 
auch eiperini enteil bequem aufzeichnen liifst (vgl. das folg. Kap. § 10). 
In der Horizontalebene breiten wir uns eine komplexe Variable | ans, 
sodal's der Nullpunkt derselben mit dem Punkt ä" zusammenfällt. Den 
wecbsebiden Lagen des Stützpunktes entspricht dann eine Folge von 
g-Wertcn und die Bahnkurve sowie das Zeitmafa, in dem sie von dem 
Stützpunkt durchlaufen wird, sind vollständig bekannt, wenn wir diese 
J-Werte als Funktion der Zeit in der Form g = /"(() dargestellt haben. 

Zunächst ist der absolute Betrag von g nach Fig. 68 leicht anzu- 
geben; es ist nämlich 

(29) 1 1 1 = OS' = E sin »^E j/T^^. 

Sodann ist der Winkel des Strahles OS' (der Projektion der Figuren- 
aie auf die Horizontalebene) gegen einen beliebigen festen Strahl dieser 
Ebene bis auf eine Konstante gleich dem Winkel V, den die Knoten- 
linie gegen eine beliebige feste horizontale Gerade bildet. 

Die Gleichung der Bahnkurve schreibt sich daher in der folgenden 
Form: 

(30) i = Efr^'e-'^, 

wobei die Berechnnng von m und V nach Gl. (23) nnd (27), die Fahler- 
bestimmnng nach Ungleichung (24) und (28) zu erfolgen hat. 

Wir werden den Gang der llechnuug sogleich an einem Zahlen- 
beispiel erläutern. Vorher wird es gut sein, um den Charakter der 
Bahnkurve zu veranschaulichen, weniger genau zu verfahren. Wir wollen 
einmal den Unterschied zwischen wahrer und genäherter Zeitbestimmung 
vernachlässigen und auch sonst einige Vereinfachungen eintreten lassen, 
die sich durch Entwicklung nach der als klein vorausgesetzten Gröfse 
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ergeben. Wir eclkreiben in dem Sinne: 

tt = «0 + * sin ~ , yi — u* = l^l — Mg' (1 — " ° , sin — j 

Hiernach wird die vereinfachte Gleichung der Bahnkurve 



(31) 



S-i'/l- 



(1 ■•T- "io — 



^('- 



k 



Dieselbe legt folgende Deutung nahe: Im Mittel bewegt eich der Stütz- 
punkt um den festen Punkt S' auf einem Kreise vom Radius Ey\ — u^ 
mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit jr herum. Dieser Teil der 
Bewegung wird als eine reguläre Prt'iznssion der Figurenaxe zu be- 
zeichnen st^in. Ihr Überlagert sich eine Schwankung oder Nufation der 
Figurenaxe von der Periode 2«^ vermöge deren sowohl GrÖfae als 
Richtung des Fahrstrahls S'O periodisch abgeändert wird. Zeitdauer 
und Betrag der Nutation sind gering, desgl. im allgemeinen die Winkel- 
geschwindigkeit der Präzession. Die Bahnkurm des Stützpunktes be- 
steht dafwr aus einem Kreise mit gafdrcichen auf ihm aufsitzenden Zadxn; 
sowohl wegen ihrer Kleinheit wie toegen der SchndUgkeit, mit der sie 
dtmMaufen werde», enizteken skh die Nutationen der grohm Beohaditmg 
und die Bewegung erseheint in erster Linie als eine reguläre Präzession. 
Sie hat ganz denselben Charakter wie die frühere pseudoreguläre Prä- 
zession des Kreisels mit festem Stützpunkte und stimmt mit dieser 
auch in der Oröfse der PräzesBionsgeschwindigkeit ^ übereio. 

Wir kommen nun zur genauen Durchfühnmg eines Zahlenbeispiels. 
Unser Kreisel sei ein homogener Rotationskegel von der Hohe A = 8cm, 
sein Schwerpunkt S liegt in der Entfernung £ = — Ä -= 6 cm von seiner 
Spitze 0. Soll das für den Schwerpunkt konstruierte Trägheitsellip- 
soid eine Kugel sein, so mufs der Radius des Grundkreises r gleich 
der halben Höbe sein. Man findet nämlich unschwer für die Trägheits- 
momente G, j1^, A um die Figurenaie, bezw. um eine zur Figurenaxe 
senkrechte Axe durch 0, bezw, um eine ebensolche Axe durch S: 
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WO M die gesamte Masse des Ereieela ist. Durch Gleichsetzen der 
Werte von A und C ergiebt Bich in der That 



Im, a = ME''=SGM 



^ = 1 + ^ 



= 1,133. 



Die anräagUche Rotation, welche um die Fignrenaxe erfolgen sollte, 
möge die Umdrehungszahl 20 pro Sekunde besitzen, sodafa die Winkel- 
geschwindigkeit 2ir ' 20 beträgt. Es ist dann 

N' = 4ji» ■ 400 ■ ^* 
and 

JV^ __ 1 ji' . *0 -i»M^ _ 4 ii ' ■ 40 ■ *B 
AP ~ ~MgE ~ 981,0-6 



= 12,878. 



Wir haben also dieses Verhältnis erheblich kleiner gewählt, als es vor- 
her vorausgesetzt wurde, weil sonst die zu zeichneude Figur gar zu 
wenig charakteristisch ausfallen würde und die Bahnkurve von einem 
Kreise kaum zu unterscheiden wUre. Der Grad der Annäherung, der 
sich ja wesentlich durch die Gröläe dieses Verhältnisses bestimmt, wird 
dementsprechend im folgenden etwEia weniger günstig ausfalleu, wie 
bei der allgemeinen Betrachtung, Dies schadet indessen nichts, da uns 
an dieser Stelle nicht die Kleinheit des Fehlers sondern seine Ab- 
schätzung in erster Linie interessiert. In der Anfangslage (zur Zeit /,,) 
möge die Figureuaie den Winkel 45" gegen die Vertikale bilden. Es 

ist HuTlTl 

^ = "|/I = 0,707. 

Die Gröfaen e^ und e, ei^eben sich durch Nullsetzen des Zählers von 
U, also nach (11) dnrcb Auflösen der quadratischen Gleichung: 
2AP(l-«')-Ä''(t,-«). 

- und ea ein, so erhält 



Setzt man die angegebenen Zahlenwerte für — 
man 

»r — lj,439 « = - 3,552, (1 = 0,609, f!^, = 5,830. 
£h wird daher 



= 0,049, M„ = 



t. + f, 



= 0,6 



-n. 
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und 

Wir berechnen noch die folgenden Faktoren; welche nach (24) und 
(28) für die Fehlerabschätzung wesentlich sind: 



]/^q|g|;^ 1- 4,6. 10-', y p^gE|::-i+5,7.io-', 

Nun bestimmen wir die Bahnkurve und zwar beispielsweise dasjenige 

Stück derselben, welches von der Anfangszeit ^ = /^ =- y bis zur Zeit 

t = tQ = — durchlaufen wird. Zwischen diese beiden Zeitpunkte schalten 

wir noch fünf äquidistante Zeiten ^, t^, tt, ^i, t^ ein. Die Länge eines 

zwischen ihnen enthaltenen Zeitintervalles beträgt dann --' Diesen 

;;Wahren'' Zeitpunkten ordnen wir nach Gl. (24) je zwei ^^angenäherte'' 
Zeitpunkte zu. 

Z. B. gehören zu ^ die beiden Werte 

^" _ /^ « (1 _ 4,6 . 10-«) |- und r - ^0 = (1 + 5,7 • lO"») f • 

Bilden wir lieber das Produkt — , welches in unsem Formeln als 

CO ' 

Argument der trigonometrischen Funktionen vorkommt, und drücken 
dieses in Gradmafs aus, so ergiebt sich 



TCt 



n 



-^- + (1 - 4,6 . 10-«) ^ = 90« + 28^37' 



bezw. 



%t" 



I- + (1 + 5,7 . 10-«) -^ = 90« + 31« 43'. 



Nach Gl. (23) gehören zu diesen beiden genäherten Zeiten die folgen- 
den beiden u -Werte: 

u = 0,658 -F 0,049 cos (28« 37') = 0,701 

M = 0,658 + 0,049 cos (31» 430 = 0;699. 
Mithin kann der wahre Wert von u zur Zeit ^j gleichgesetzt werden 

tt = 0,700 ± t ■ 0,001, 
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unter & (ebenso wie unten unt«r #', #" . . .) einen unbekannten echten 
Bruch reretanden. 

Aus den Qrenzen für u ei^eben sich entsprechende Girenzen für 
die Länge des Vektors S'O = Syi — u*. Drücken wir letztere in mm 
auB, so finden wir dafür die beiden äuTaersten Werte 42,78 und 42,90 mm. 
Wir Bchreihen daher für ^ = (,: E /l - u' = 42,84 ± &' ■ 0,06 mm. 

Es handelt sich Bodann um die Richtung des Vektors S'O zur 
Zeit ^, also um den Winkel il>. Wir berechnen zunächst die Näherungs- 
werte V"j welche nach Gl. (27) zu den oben angegebenen Grenzwerten 
Ton t" gehören, nämUch für 



= 90« -f 28« 37', K-" = 0,220 (28'»3r 



180» 



;''37') = 15' 



™ = 90° + 31M3', V" = 0,220 (siMS' - ^ sin 31" 43') = 21'. 

Der erste dieser Werte entspricht der Neigung it = 0,701 der Figuren- 
ase; die Unsicherheit desselben folgt aus der Ungl. (28), welche besagt, 
dafs für den wahren Wert von ^ bei eben jener Neigung gilt: 

(1 - 1,6 . 10- ') 15' < ([. < (1 + 1,9 ■ 10- 15' 
oder 

13' < V. < 18". 

£benso ei^^ebt sich fttr den wahren Wert von ^ bei der Neigung 
u = 0,699 der Figurenaie aus (28): 



d.h. 



(1 -1,6.10-')21'<./.<(H- 1,9-10-') 21' 
18' < 1/; < 25'. 



Da zur Zeit t — t,, wie wir sahen, die Orofae ii jedenfalls zwischen 
M = 0,701 und 0,609 liegt, mufs der Winkel 4- jedenfalls zwischen 13' 
und 25' enthalten sein. Wir achreiben daher für t = t^i 

iis=W± »" ■ 6'. 



In derselben Weise sind die GröfBen ti, £ ^1 — m*, iji für die Zeit- 
punkte f = /,, (;i, ... ZU bestimmen. (Für den Änfangawert i = t„ er- 
giebt sich offenbar und zwar genau u = fo^ 0,707, J5]/l — «* = 42,43mm, 
1(1 = 0.) Das Resultat der Rechnung enthält die Tabelle von pi^. 530: 
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Auf Grund dieser Zahlen ist Fig. 70 gezeichnet. Sie zeigt, wie 
sich die Bahnkorre zwischen den beiden Begrenzungskreieen vom Hadins 
Syi - e^' — 42,4 mm und JE l/l ■^» = 47,6 mm hin- und herzieht 
Den gröfBeren der beiden Kreise tangiert sie, auf dem kleineren sitzt 
sie mit Spitzen auf. Dafs wir mit begrenzter Genauigkeit rechneten, 
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kommt darin zum Ausdruck, doTs die Bahnkurve niclit als mathema- 
tische Linie sondern als Streifen Ton wechselnder Breite erscheint, 
ferner darin, dafs den Zeitpunkten t^ kein bestimmter Punkt der Linie, 
sondern ein gewisser Bereich des Streifens entspricht, der in der Figur 
kenntlich gemacht ist. Dieser Bereich wird um so gi'öfser, die Sicher- 
heit unserer Rechnung also um so geringer, je weiter wir uns von der 
Anfangszeit t — i^ entfernen. Die Zeitpunkte t_^, t_j, ... gehen der 
Anfangszeit f^ in demselben Abstände vorher, wie die Zeitpunkte 
(,, ^, . - - ihr folgen. Die Bahnkurve für t<itg ergiebt sich aus der fiir 
(> ^0 einfach durch Spiegelung an dem Strahle ^ — 0. 

Man wird beim Anblick unserer Figur zugeben, dafs unsere an- 
genäherte Berechnung hinsichtlich der Gesialt der Bahnkurve allen An- 
sprüchen genügt, die man vom naturwissenschaftlichen Standpunkte aus 
an die Lösung der vorliegenden Aufgabe stellen kann; hinsichtlich des 
Zeitmafses, in dem unsere Bahnkurve durchlaufen wird, kann man 
zweifelhaft sein, ob unsere Annäherung befriedigt, da z. E. für t = t+r, 
der Bereich, innerhalb dessen <lie Lage des Stützpunktes unsicher iet, 
etwas grofs wird. Indessen können wir geltend machen, dal's in dieser 
Hinsicht die Genauigkeit unserer Rechnung etwa parallel derjenigen 
Genauigkeit gehen mag, mit der sich der Ort des Stützpunktes zu einer 
gegebenen Zeit durch eine nicht besondere verfeinerte Beobachtungs- 
methode feststellen läTst. 

Vor allem aber müssen wir bedenken, dafs der wirkliche Be- 
wegungsverlauf durch die Reibung an der Unterlage, von der wir in 
diesem Paragraphen abgesehen haben, in hohem Grade entstellt wird. 
Wollten wir daher die vorangehenden Rechnungen verschärfen, ohne 
dabei auf die Reibung Rücksicht zu nehmen, so hiefse dieses, sich 
mit Kleinigkeiten aufhalten und die Hauptsache verfehlen. 



Kapitel VIT. 

Theorie nnd WirklichkeU. Eiiillnfä der Reibung, des Luftwider- 
standes, der Elastizität von Material nnd Unterlage auf die Kreisel- 
bewegnng. 

§ I, Der Gegensatz ewischeo rationcUer und physikaliaoher oder 
zwisohen himmlisoher und ird isolier Heohanik. 

Mau bezeichnet seit aiterahor die abstnilrte Mechanili, welche die 
t'uUü der BewegungserBcheiDungen ilurch mathematische Dedulition aus 
wenigen Grundsätzen abzuleiten bestrebt ist, als rationelle (= deduktive) 
Mechanik. Daneben tritt diejenige Behandlung der mechanischen Pro- 
bleme, welche die Wirklichkeit in ausgiebigerer Weise mit Hiiizuziehung 
von Erfalirungsthatsachen nnd Experimenten berücksichtigt, fast etwas 

IBchtlcbtern als pbysikalisrlw (= induktive) Mechanik auf. Angesichts der 
weitgehenden Abweichungen aber zwischen den Resultaten der ab- 
strakten Theorie und den Thatsachen der WirldJchkeit mochte man 
die Frage aiifwerfen, ob nicht für die Mehrzahl der Anwendungs- 
gebiete die physikalische Mechanik in Wahrheit die rationelle und die 
Bog. rationelle in Wahrheit höchst unphjstkalisch und irrationell ist. 
Der Grund für die uns ständig entgegentretenden Differenzen 
zwischen Theorie und Wirklichkeit liegt, wie allbekannt, in dem Auf- 
treten von Energie verzehrenden oder Energie zerstreuenden Kräften. 
Die abstrakte Theorie stellt sich gerne so, als ob diese Kräfle nur 
sekundäre Be^leutung hätten, als oh es sich dabei um Erscheinungen 
»weiter Ordnung handelte, welche das Gesamtbild zwar trüben aber 
nicht völlig entBt«llen können, Ein etwas krass gewähltes Beispiel 
möge uns lehren, wie weit diese Annahme zutrifft. 
Das deutsche Infanteriegewehr Modell 88 erteilt dem GeBchoBse 
eine Anfangsgeschwindigkeit von ca. 620 - — - ■ (Die Beobachtung dieser 
Geschwindigkeit geschieht etwa 25 m vor der Mündung.) Sofern wir 
den Luftwiderstand und die Luftreibung ignorieren wollen, die hier 
als Energie vorkehrende Momente ins Spiel kommen, ist die Flug- 
bahn die bekannt« Parabel und die gröfst« Schufsweite wird erzielt 
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bei einem Abg&ngawmkel (EleTationswinkel) von 45" gegen die Hori- 
zontale. Nach den elementaren Gesetzen der Wurfbewegung berechnet 
sich, wenn man mit v den gemeinsamen Wert der vertikalen und der 
horizontalen Anfangsgeschwindigkeit 



yä BBC 

bezeichnet, die bei dem genannten Schusse vorkommende gröfste Er- 
hebung H des Geschosses über den Erdboden und die Schufaweite W 
ans den Formeln: 



E^ 



2j? 



= ca. 10 km, 



W^ 



^ ca. 40 km. 




L 



Schlägt man aber die Scbiersvorscbrift für die Infanterie auf, welche 
das auf diesem Gebiete vorliegende reiche Beobachtungsmaterial zu- 
sammenfafst, so findet man auf Seite 17, dafa die gröfste beobachtete 
Schufsweite ungefähr 4 km beträgt und dafs sie einem Abgangawinkel 
von 32* entspricht. Die höchste Erhebung des Geschosses wird bei 
dieser Bahn rund '/j km und liegt nicht, wie bei der abstrakten Wurf- 
bewegung, in der Mitte, sondern 
etwas dahinter in der Entfernung 
2,2 km von der Mündung. 

Deutlicher noch wie die an- 
gegebenen Zahlen redet die neben- 
stehende Figur. Sie zeigt, dals die *■ '" 
unter Vemachläeaigung des Luft Widerstandes berechnete Bahn („her,") 
auch nicht eine entfernte Annäherung an die beobachtete Bahn („beob.") 
giebt. 

Allerdings denkt niemand daran, in den balliatischen Problemen 
den Laffewiderstand zu vernachl aasigen. Auch kann zugegeben werden, 
dafs sein Einäufs bei geringeren Geschwindigkeiten nicht so stark ins 
Gewicht fallen wird, wie bei den gewaltigen Geschwindigkeiten der 
modernen Schufawaffen. Denn ea ist theoretisch verständlich und durch 
die Beobachtimg bestätigt, dafs mit wachsender Geschwindigkeit imd 
ganz besonders in der Nähe der Seh allgeach windigkeit der Luftwider- 
stand rapide zunehmen mufs. Trotzdem dürfte unser Beispiel geeignet 
sein, uns vor einer Überschätzung der Ergebnisse der rationellen 
Mechanik und vor einer Unterschätzung von sog. „Nebenumstünden" 
wie Reibung etc. zu warnen, die gegebenenfalls leicht zur Hauptsache 
werden können. 

Die Abneigung der mathematischen Schriftsteller vor der Inangriff- 
nahme der Beibungsprobleme macht sich schon bei dem grofeen Be- 
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grUml^r der tinaly tischen Mechanik, bei Lagrange, geltend. Er er- 
wähnt an keiner Stelle seines Werkes die Reibung der festen Körper 
anf einander. Diesem nicht nachahmenswerten Beispiele folgt auch 
Kirchhoff in seinen Vorlesungen über Mechanik. Und doch ist die 
Reibung, nachßt der Schwere, wohl die wichtigste Kraft in umerein 
Dasein. Gewöhnlich winl sie als etwas Schädliches und ünerwiüuchtea 
angesehen. In der That rühren die EnergieverluBte und daher die 
Betriebäkoeten boi all unseren Maschinen, Fahrzeugen etc. zum grÖfsten 
Teil von irgend einer Art Reibung her. Es hiefae jedoch ungerecht 
sein, wenn man die wohlthätigen Seiten der Reibung verkennen wollte. 
Nur die Reibung ermöglicht es uns, dafs wir uns auf unserer Erde 
nach Belieben vorwärts bewegen können, sei es durch die Kraft unserer 
Glieder, sei es mit Hdlfe irgend eines Gefährtes. Man erinnere sich 
z. B., dafs im Betriebe der Strafsenbahneu , wenn durch Eisbildnng 
der wolüthätige Einflufs der Reibung zwischen Rad und Schiene ge- 
schwächt ist, der Wagen nicht von der Stelle kommt. Weiter aber: 
Die Reibung ermöglicht es mir, den Federhalter zwischen den Fingern 
zu halten, falls ich nur — entsprechend dorn unten zu besprechenden 
Reibungsgeaetze — die Finger mit einem genügenden Druck gegen 
den Halter presse. Die Reibung verhindert die Bücher, die auf meinem 
(doch gewifs nicht genan horizontalen) Schreibtische liegen, der Schwere 
folgend zur Erdu hinab zu gleiten; sie verhütet, dafs der Berg, der | 
vor meinem Fenster liegt, zu Thale kommt und die Stadt verschQttet i 

Woher riihrt es nuu, iverden wir uns fragen, dafs trotz ihrer ' 
mafsgebenden Wichtigkeit ftlr alle irdischen Verhältnisse die Reibung ' 
in der theoretischen Mechanik so wenig Beachtung findet? Ein Grund 
hierfür ist historischer Natur. 

Das älteste Anwendungsgebiet der mechanischen Lehren und der 
älteste Zweig der mathematischen Naturwissenschaft überhaupt ist die 
Astronomie. Die Begründer und Hauptförderer der Mechanik, Galilei, 
Newton, Lagrange, Laplace haben wesentlich astronomische Fragen 
bei ihren Untersuchungen im Auge gehabt. Dadurch ist es gekommen, 
dafs die theoretische Mechanik ein Gewand bekommen hat, das wesentlich 
für astronomische Zwecke zugeschnitten erscheint. Die Himmelskörper 
nun bewegen sieb merklich reibungslos im luftleeren Räume und können 
für die meisten Zwecke als einzelne Massenpunkte angesehen werden. 
In der Mechanik des Himmels also — aber auch nur hier — treten 
die Re ibungs ersehe in ungen zurück. Hier steht das Problem der n frei 
im Raum beweglichen Massenpunkte, die mit konservativen Kräften 
auf einander wirken, im Mittelpuukte des Interesses, ein Problem, 
welches vielfach den Hauptgegenstand der Vorlesungen und Lehrbücher 
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aber theoretiBche Mechanik ausmacht, welches aber in den Irdischen 
GeschehniBBCQ niemals realisiert wird. 

Man bezeichnet den Sachverhalt deutlicher, wenn man statt von 
rationeller und physikalischer Mechanik von himmliscJwr und irdischer 
Mechanik spricht. Die uns überkommene Form der theoretischen 
Mechanik bat ihren Ursprung und ihr eigentliches Anwendungsgebiet 
in der Mechanik des Himmels. Um den vielfach verworrenen und 
komplizierten Verhältnissen auf der Erde gerecht au werden, mufs sie 
durch Erfahrungsmaterial wesentlich er^nzt werden. 

Ein anderer Grund für die geringe Beachtung, welche die Reibungs- 
probleme bei den Theoretikern finden, ist die geringe Zuverlässigkeit 
der physikalischen Grundlagen der Beibuiigstbeorie. Wir sind uns von 
vornherein bewniat, dafs die üblichen Gesetze z. B. über die gleitende 
Reibung fester Körper auf einander, über den Luftwiderstand, über 
die Reibung im Innern der tlüssigkeiteu oder über die innere Reibung 
der festen Körper nur grobe Annäherungen sind, dafs die physiktUiscbeu 
Umstände bei diesen Vorgängen äuTserst kompliziert sind und vielleicht 
überhaupt iiicht in allgemeingültige Formeln gefafst werden können. 
Eine naturgemäfse Berücksichtigung des Luftwiderstandes z. B. müfste 
von der Mitbewegung der umgebenden Luft ausgehen. Die Euei^ie- 
verlnste, die der Luftwiderstand erzeugt, wären einerseits aus der 
inneren R«ibung der Luft, andererseits aus der Abgabe von Bewegungs- 
energie an weiter entfernte Luftschichten zu berechnen. Bei sehr 
schnellen Bewegungen, die mit merklichen Luft -Verdichtungen und 
-Verdünnungen verbundeu sein werden, erfolgt die Energieabgabe mit 
Schallgeschwindigkeit; hierbei müfste aufser der Trägheit auch die 
Elastizität und die Thermodynamik der Luft in Rechnung gesetzt 
werden. Einen Blick in die Mannigfaltigkeit der hier vorliegenden " 
Verhältnisse gestatten uns die bekannten schönen Momentaufuahmea 
der durch die Geschosse erzeugten Luftwellen. Ihnen gegenüber moTs 
eine Formel, die den Luftwiderstand durch irgend eine Potenz der 
Geschwindigkeit ausdrücken will, geradezu ärmlich erscheinen. Ebenso 
aussichtslos wird es sein, den Scbiffswiderstand angesichts des kom- 
plizierten Spieles der Wellen in der Nahe eines Dampfers in eine ein- 
fache Formel hineinzwängen zu wollen. Jedenfalls werden hier nur 
ausgedehnte, mit den gröfaten Mitteln durchgeführt« Versuche einigen 
Aufschlufs liefern. Theorie und Rechnung können auf diesen Gebieten 
eher als Anleitung zur vernünftigen Anstellung von Experimenten wie 
zur Voraossage der Erscheinungen dienen. In manchen Fallen hat die 
Theorie Regeln (sog. Äbnlichkeitsge setze) liefern können, um die durch 
Modellversuche, also durch Versuche in verkleinertem Mafsstabe ge- 
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fundenen Resultate auf die gröfeeren Verhältniaae der wirklichen Pro- 
bleme zu Übertragen. Die Leistung der Theorie ist in solchen Fällen 
sehr wertvoll, aber doch viel bescheidener, wie z. B. bei den Problemen 
der Himmelsmechanik. 

Die Gröfse des Widerstandes wird in den vorgenannten Beispielen 
ftufserdem von der besonderen Fonn des Geschosses oder des Schiffes 
abhängen. Es kann durchaus sein, dals eine kleine Abänderung der 
Form eine erhebliche Änderung des Widerstandsgesetzes bewirkt. Ähn- 
liches gilt von der gleitenden Reibung. Hier kommt es auf scheinbar 
geringfügige Umstände weit mehr au, als man erwarten und wünschen 
möchte. Eine durch Abnutzung veränderte Oberfläche verhält sich 
anders wie eine &iHch bearbeitete. Teilchen des abgeriebenen Materials 
oder Staubkömchen , welche sich zwischen den ReibungEÜüchen be- 
finden, können die Gröfse der Reibung beträchtlich beeinflussen; ein 
Feuchtigkeitsniederschlag aus der umgebenden Luft kann wie ein 
Schmiermittel wirken und die Reibungsgesetze nicht nur quantitativ 
sondern auch qualitativ gründlich verändern. Hier gilt also der für 
den Naturforscher höchst unbequeme und störende Satz: Kleine Ur- 
sachen, groCse Wirkungen. Vor der kritiklosen Bejiutziing von Reibungs- 
ziffem mufs aus diesem Grunde gewarnt werden. Ziffern, die für ge- 
wisse Versuchsumstände gefunden sind, brauchen deshalb noch nicht 
fülr andere Umstände zu gelten. Diese Ziffern auf zwei oder drei 
Dezimalen anzugeben, wie es in den technischen Kalendern ebensowohl 
wie in vielen Lehrbüchern der Experimentalphysik geschieht, hat jeden- 
falls keinen Wert 

Man begreift es hiernach, dafs der Laboratoriums-Physiker, der 
in der angenehmen Lage iafc, seine Probleme frei, zum Teil nach 
" ästhetischen Gesichtspunkten zu wählen, an den Reibungsfragen gerne 
vorbeigeht, weil er sich aus ihrem Studium keine reinen und all- 
gemeinen Gesetze verspricht. Anders steht der Techniker zu den 
Reibungsgesetzsn, die für ihn Lebensfragen sind. Deshalb rühren die 
neueren Beiträge zur Kenntnis der Reibungsgesetze, die wir im fol- 
genden Paragraphen zu nennen haben werden, wesentlich von tech- 
nischer Seite her. 

Aus dieser Sachlage folgt aber weiter, dafs die mathematische 
Behandlung der R«ibungsprobleme unter anderen Gesichtspunkten zu 
erfolgen hat, wie die der Probleme der rationellen Mechanik. Der 
Mathematiker strebt seiner Erziehung und Gewohnheit nach dahin, die 
ihm vorgelegten Probleme mit völliger Schärfe zu lösen, so dafs eine 
Berechnung auf beliebig viele Dezimalen theoretisch möglich wird. 
Diese Methode ist bei den Aufgaben der Himmelsmechanik mit Rock- 
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eicht auf die grofse Schärfe der astronomisclien Beobachtungen in der 
Th&t zweckmäTsig ; bei allen Aufgaben aber, bei deuen ReibungBein- 
äüsse etc. weaentUch sind, d. h. bei allen Aufgaben der irdischen Me- 
chanik, würde eine solche Oeuauigkeit der Rechnung iu unschönem Mila- 
verhältnis stehen zu der Genauigkeit der physikalischen Gmndlagen. 
Hier iat es vielmehr angezeigt, nicht nach quantitativer Durchrechnung, 
sondern nach quahtativem Verständnis der Erscheinungen zu streben, 
und wo man quantitativ vorgeht, von vornherein nicht mit beliebiger 
sondern mit begrenzter Genauigkeit zu rechnen. Und dies um so mehr, 
als die mit Reibungsgliedern behafteten Differentialgleichungen z. B. in 
der Kreiseltheorie reichlich kompliziert werden und, wie man gewöhn- 
lich sagen würde, „sich nicht integrieren lassen". Dem gegenüber be- 
tonen wir den Grundsatz: man soll solche Gleichungen nicht inte- 
grieren; man soll sie interpretieren und konstruieren, wie wir dies im 
Folgenden versuchen werden. 

In den vorstehenden Erörterungen ist begründet, weshalb und in 
welchem Sinne wir die Reibungsprobleme beim Kreisel zu ausführ- 
licherer Behandlung bringen werden, als man es bisher gethan hat. 
Allerdings bleiben wir hinter dem Ziel, welches man erreichen möchte, 
zurück, weil wir uns bei dem Fehlen ausreichender experimenteller 
Grundlagen aaf eine schematische Behandlung der Probleme beschränken 
müssen. 

§ 3. Bericht über die Beibungsgesetze. 

Unsere Kenntnis der Reibungsgesetze ist bekanntlich von Coulomb 
begründet. Wir gehen hier etwas näher darauf ein, weil die ein- 
schlägigen Fragen in den Kreisen der Theoretiker meist wenig be- 
kannt sind*}. 

Coulomb fand, dala an der Grenze zweier auf einander gleitender 
fester Körper eine Kraft auftritt, welche iiir jeden der beiden 
Körper seiner Bewegung relativ gegen den anderen entgegen gerichtet 
und proportional iat dem gesamten Normaldruck, mit dem die Körper 
gegeneinander geprefst werden. Der Proportionalitätsfaktnr heifst 
Beibungskoeffizient (oder, genauer gesagt, Reibungskoeffizient der Be- 
wegung), Dieser wird als Materialkonstante oder richtiger als eine 



*) Zur weiteren Orientienmg Terweisen wir auf das gerade in ReiLongs- 
fragen sdia reichhaltige Lehrbuch von J, Perry, Applied Mechanica, New York 
J899, hin, das wir für diesen und den vorigen Paragraph mehtlaoh bonntzt haben. 
Einen lehrreichen Bericht über die Oeaamtliteratnr der Reibung verdankt man 
F. Masi: Le nuove vedute nelle rieerche theoriche ed expenmeDtali sull" attrito. 
Bologna bei ZanicbeUi 1837. 
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sowohl für das Material wie fiir die Oberflächenbeacliafifeiiheit der beiden 
Körper charakteristische Konstante angesehen. Von der Geschwindigkeit 
des Gleitens aoü also die Reibung und der Reibungskoeffizient unab- 
hängig sein, desgl. von der Gröfse der Berührungsfläche oder, was 
bei gleichem Gesanitdruck auf dasselbe herauskommt, von der Grobe 
des spezifischen Druckes, des Druckes anf die Flächeneinheit der Bb- 
rührungafläche. In Formeln heifst das Uoulombsche Reibungsgeset^ 
wenn man mit f^ den R«ibungskoeffizienten, mit N den gesamten 
Normaldruck, mit W die Gröfse des Reibungs wider Standes bezeichnet: 

Wir wollen diese Aussage zunächst dahin beschränken, dals sie' 
nur für die irociene Regung, nicht für die Reibnng bei Anwesenheit! 

eines Schmiermittels gelte. Femer haben wir an den bekannten Unter- 
schied zwischen der Reibung der Bewegung und der der Ruhe (dyna- 
mische und statische Reibung) zu erinnern. Wir erläutern die Reibung 
der Ruhe folgendermafsen: 

Wenn die treibende Kraft, welche die Bewegung des Versuchs- 
körpers gegen die Unterlage, oder die relative Bewegung beider be- 
wirken soll, nicht ausreicht um die Reibung zu überwinden, werden 
wir der Reibung nur die Gröfse der treibenden Kraft selbst, der sie 
das Gleichgewicht hält, zusehreiben. Dies gilt solange, bis die treibende 
Kraft einen Grenzwert überschreitet, bei dem Bewegung eintritt und 
der sich wieder proportional dem Normaldrucke N erweist. Der 
Proportionalitätsfaktor möge mit [1^ bezeichnet werden und heifst 
Bßihtmgskoej'ftBient der Buhe. Das Reibungsgesetz für die Ruhe kann 
man daher in der Gleichung ausdrucken; 

Der Reibungskoeffizient der Ruhe ist meist beträchtlich grölser 
als der der Bewegung. Diesen Umstand sowie das Reibungagesetz 
überhaupt veranschaulicht ein schönes Experiment, welches G. Herr- 
mann*) angegeben hat und welches jeder ohne weiteres wiederholen 

Man lege einen Stock auf seine beiden, in gleicher Höhe aus- 
gestreckten Zeigefinger. Darauf nähere man die Finger einander. Auf 
welchem Finger wird der Stock zu gleiten beginnen? Auf demjenigen, 
der weiter von dem Schwerpunkt des Stockes absteht; denn die Normal- 
drücke Nj, iVj, mit denen der Stock auf beiden Fingern aufliegt, sind 
nach dem Hebelgesetze für jeden Finger proportional dem Abstand des 



J 



") Der Reibungawinke!, Festeclirift zum Jubiläum der üniv, Wtirzbuig, 1882. 
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Schwerpunktea von dem anderen Finger; bei dem weif#r abstehenden 
Finger ist also der Normaldruck der kleinere; nach dem Reibungs- 
gesetz ist hier anch die Reibung, welche dem Gleiten entgegenwirkt, 
kleiner wie bei dem anderen Finger; hier mufs also die äleitung 
beginneiL 

Der Stock gleitet nan auf diesem Finger, nicht nur bis der Abstand 
dieses Fingers vom Schwerpunkt des Stockes gleich dem des anderen 
Fingers geworden ist, sondern noch etwas länger, wegen fig > fi. 
Erst wenn sich die Schwerpunkteabstände der beiden Finger rerhalten 
wie (i ■ t^a tritt ein Wechsel der Bewegung ein; der Stock ruht jetzt 
auf demjenigen Finger, auf dem er vorher glitt und beginnt auf dem 
anderen zu gleiten. Denn die Normaldrücke N auf beiden Fingern 
verhalten sich umgekehrt wie die Schwerpunktsab stände, also in dem 
genannten Äugenblicke wie [i^'-fi; tlie Reibung der Bewegimg au dem 
einen Fiuger wird dann gleich der Reibung der Ruhe an dem anderen 
und, wenn das Gleiten in dem bisherigen Sinne andauern würde, sogar 
gröfser als diese, was offenbar widersinnig ist. Dieses Spiel wird sich 
fortgesetzt wiederholen, wobei der Schwerpunktsabstand desjenigen 
Fingers, auf dem der Stock gleitet, sich jedesmal bis zum — teu Teile 
des Schwerpunktsabstandes des anderen Fingers vermindert. Das Resultat 
ist, dals die Schwerpunktsabstände beider Finger sieb wechselweise 
verkleinern und dals, wenn die Finger zusammengebracht sind, der 
Stock von ihnen in seinem Schwerpunkte unterstützt wird, also frei 
schwebt t 

ÄoTser der Veranschaulichung der Reibungsgefletze gestattet das 
Experiment eine Messung des Verhältnisses fi„ : fi. Es genügt hierzu, 
einige Um kehr punkte der Bewegung auf dem Stocke zu markieren 
und ihre Abstände von dem Schwerpunkt zu messen. Das Verhältnis 
der Abstände zweier auf einander folgender Umkehrpunkte liefert das 
gesuchte Verhältnis der Reibungskoeffizienten. Die Gesamtheit der 
Umkehrpunkte bildet auf beiden Seiten die Punktfolge einer geometri- 
schen Reihe. Wenn der Stock nicht zu kurz ist, wird die Messung 
verhSltnismäfsig genau. 

Die Verschiedenheit der Werte von fi^ und (i legt die Vermutung 
nahe, dafs ein stetiger übei^ang zwischen dem zur Gleitgeschwindigkeit 
Null gehörigen Werte fig und dem zu merklich gröfseren Geschwindig- 
keiten gehörigen Werte (i stattfinden möge. Diese Vermutung wird 
durch Versuche von Jenkin und Ewing*) bestätigt. Bei Materialien 



•) London Pbilos. TranaactiooB Bd. 1«7 (1877), S. I 
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mit erbeblich verschiedenen Reibungskoeffizienten fi^ und (i konnte der 1 
stetige Übergang in der That nachgewiesen werden. | 

Wenn wir also mit Coulomb die Unabhüngtglceit des Beibongs- | 
koefißzienten von der Oeschwindiglfeit behaupten wollen, mUssen wir 1 
hierbei zunächat das Gebiet sehr geringer Geschwindigkeiten aus- 1 
schliefsen. Wie bewährt sich nun diese Unabhängigkeit bei gröfaerea 
Geschwindigkeiten? I 

Die alten Versuche des General Morin, die in den Jahren 1831—1833 j 
in Metz angestellt wurden und die ein Geachwindigkeitaintervall bis 
4 — umfassen, schienen die Unabhängigkeit zu bestätigen. Die Morin- 
Bohen Versuch sergebnisse bilden noch heute den eisernen Bestand der ' 
Zahlenangaben über Reibungskoefdzienten in den technischen Hand- 
bflchem und den Lehrbüchern der Experimentalphysik. Eine grofse ' 
Zuverlässigkeit wird ihnen aber kaum zugeschrieben werden können, 
schon deshalb nicht, weil nach dem im vorigen Paragraph Gesagten 
solche Zahlenangaben in hohem Mafse von den Neben u ms tÄnden dea 
Experimentes abhängen. i 

Das Verhalten des Reibungskoeffizienten bei höherer Gleitge- ' 
achwindigkeit blieb jedenfalls eine offene Frage, die erst durch die Ent- 
wickelung des Eisenbahnwesens und der Bremsvorrichtungen aktuell 
wurde. Zwischen Bremsklotz und Radreifen haben wir eine richtige 
gleitende Reibung ohne Schmiermittel, während die Reibung zwischen 
Bad und Schiene, wenigstens beabsichtigtermafsen und in der Regel, 
rollende Reibimg ist und nur in dem Ausnaliraefalle gleitende Reibung 
wird, wo die Räder auf den Schienen schleifen. Über die Reibung 
zwischen Bremsklotz und Rad liegen vor allem Versuche von Douglas 
Galton*) vor, welche im grÖfsten Mafsstabe mit Unterstützung der Firma 
Westinghouse auf verschiedenen englischen Linien ausgeführt wurden. Ein 
Versuchswagen von Galton enthielt eine ganze Reihe von Tachometern 
und Dynamometern. Die Tachometer lieferten die Umfangsgeschwindig- 
keit der Räder und die Fortbewegungsgeschwindigfceit des Wagens. 
Die Gleitgescb windigkeit zwischen Rad und Bremsklotz ist gleich der 
ersten dieser Geschwindigkeit, die eventuelle Gleitgeschwindigkeit 
zwischen Rad und Schiene gleich der Difi'ereuz beider. Die Dynamo- 
meter mafsen 1) den Bremsdruck, mit dem der Bremsklotz an das Rad 
geprefst wird, also diejenige Kraft, die für die Reibung zwischen Bremse 
und Rad als Normaldruck N wirkt; 2) den Reibungswideratand W 



*} InsUtutJou of Mocbanical Engineers Froceediogs 19T8, 1879, a. iaabea. 1879, 
rs oder EngineeriDg 1879, S. 371 oder Reports of tbe British AHaociätioo 
(Dublin) 187B. 
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zwischen Bremse und Rad; 3) den Widerstand gegen die Vorwärts- 
bewegung des Zuges pro Ächae, der sich aus Luftwiderstand, rollender 
Reibung an den Schienen u. s. w. zusammensetzt, der aber, wenn ein 
Gleiten auf den Schienen Platz greift, im wesentlichen den Reibongs- 
widerstand W dieses Gleitens darstellt. Alle diese Tacho- und Dynamo- 
meter arbeiteten selbstregistrierend und lieferten somit die fr^lichen 
Geschwindigkeit«n und Kräfte in ihrer zeitlichen Veränderlichkeit. Auf 
die sehr interessanten Diagramme dieser Gröfsen, die so erhalten wurden, 
kann hier nur hingewiesen werden. "Wir müssen uns auf die ans ihnen 
«u ziehenden Folgerungen betr. die Veränderlichkeit des Reibungskoef- 
fizienten beschränken. Der Koeffizient der Reibung zwischen Brems- 
klotz und Rad ergiebt sich durch Division aus den gemessenen Kräften 
W und N, während der Koeffizient der Reibung zwischen Had und 
Schiene aus der ebenfalls gemessenen Reibung W und dem auf das 
einzelne Kad entfallenden Teil des Wagengewichtes G folgt. 

N'atürlich zeigten die zu gleichen Gleitgescb windigkeiten bei ver- 
schiedenen Versuchen gehörenden Reibungskoeffizienten unter sieh keine 
sehr weitgehende Übereinstimmung- ihre Qröl'se hing sowohl vom 
Wetter und der dadurch bedingten Feuchtigkeit der gleitenden Ober- 
fiächen, wie von deren Reinheit, wie auch namentlich von der Brems- 
dauer ab, durch welche offenbar eine Steigerung der Temperatur und 
damit eine Änderung der Ob erfläch enbescbaffenheit bewirkt wird. Z. B. 
kam es vor, dak nachdem der Bremsdruck 20 Sekunden gewirkt hatte, 
der Reibungskoeffizient auf die Hälfte seines ursprünglichen Wertes 
zurückgegangen war. Trotzdem zeigt das Mittel der erhalteneu Reibungs- 
koeffizienten aus sehr vielen {bis 100) Versuchen eine deutliehe Oe- 
aetzmäfsigkeit, nämlich eine beständige Abnahme des Reibrntgskoeffisicnten 
mit iDochsender GeschtcindigkeU. Fig. 72 
giebt den Koeffizienten der Reibung 
zwischen Bremsklotz und Rad (Brems- 
klotz aus Gufseisen, Radreifen aus Stahl), 
und zwar in der ausgezogenen Linie den 
Mittelwert der Beobachtungen, in den 
punktierten die bei jeder Geschwindig- 
keit beobachtfiten Grofst- und Kleinst- 
werte. Der ganze Streifen zwischen diesen 
Grenzlinien ist mit Beobachtungspunkten 

erfüllt zu denken, die sich nach der mittleren Linie hin verdichten. Man er- 
kennt zunächst wieder den Unterschied zwischen dem Reibungskoeffizienten 
der Ruhe und dem bei beträchtlicher Bewegung. Weiter aber zeigt die 
Figur, dafs der Reibungskoeffizient bei der Geschwindigkeit 60km/Stunde 
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= 16,7 m/eec. = mittlerer SchDollzugsgeachwindigkeit weniger als die 
Hälft«, bei 90 km/Stunde = 25 in/aec. = höchster zur Zeit in Deutschland 
zulaasiger Fahrgeechwindigkeit nurraehr etwa ein Drittel des Reibunga- 
koeffizienten der Rohe (0,33) beträgt. Natürlich liefse sich die Ab- 
hängigkeit zwischen fi und v unschwer auch durch eine oder die andere 
Formel ausdrücken. Wir sehen hiervon sowie von der Angabe von 
Zablenwerten ab, weil die Figur alles wiedergiebt, was ihrem äeoauig- 
keitsgrade nach aus den Beobachtungen zu achliefsen ist und weil jede 
zur Darstellung der Beobachttmgen benützte Formel in hohem Mafse 
willkürlich wäre. — Über den Koeffizienten der gleitenden Reibung 
zwischen Rad und Schiene geben die Galtonschen Versuche einen 
minder sicheren Aufschlufs; soviel ist jedoch ans ihnen zweifellos za 
erkennen, dafs auch dieser Koeffizient mit wachsender Geschwindigkeit 
von seinem GrÖfstwerte bei kleiner Geschwindigkeit kontinuierlich ab- 
nimmt. 

Altere französische sowie neuere in Deutschland angestellte Ver- 
suche*) lieferten im wesentlichen das gleiche Krgebnia, 

Übrigens aber ist zu beachten, daTs die Galton'acben Versuche sich 
auf ein sehr ausgedehntes OeBchwindtgkeitsintervall beziehen. Bei 
mäfaig veränderlicher Geschwindigkeit ist auch die Veränderlichkeit 
des Reibungsko effizienten nur gering; man hat z. B. für t; = 2 bis 
ß m/sec. nach der Kurve der Galtonachen Mittelwerte etwa (i — 0,27 
bis 0,23. Diese Unterschiede sind angesichts der allgemeinen Unsicher- 
heit der Beibungszifl'era imbedeuklich zu vernachlässigen. Die Con- 
lombsche Annahme eines von der Geschwindigkeit unabhängigen Rei- 
bungskoeffizienten wird hierdurch für ein mäßiifcs GeschwJndigkeits- 
intervall in erster Annäherung bestätigt. Bei unserer Anwendung auf 
den Kreisel, bei dem Geschwindigkeiten von der Ordnung der Schnell- 
zugageschwindigkeiten nicht in Betracht kommen, werden wir hiernach 
den Reibungskoeffizienten mit Coulomb konstant setzen dürfen. 

Auch die in dem Coulomb sehen Gesetz ausgesprochene Unab- 
hängigkeit des Reibungskoeffizienten von der Gröfse der Berührungs- 
fläche bedarf der experimentellen Nachprüfung. Hiemach mübte bei 
der Bewegung eines Prismas von 10 cm' Grundfläche mid 4 cm Höhe 
auf einer ebenen Unterlage dieselbe Reibung zu überwinden sein, wie 
bei der Bewegung eines Prismas von 20 cm' Grundfläche und 2 cm 
Höhe, weil, gleiches Material vorausgesetzt, der Gesamtnormaldruck 
gegen die Unterlage, nämlich das Gewicht des Prismas, beidemal gleich 

') Vgl. Organ der Fortechr de» EiBenbahnweBen» 1889, 8. IH. Der Bremi- 
klotz beitsd hierbei buh Stahlguru. Uie Verauche wurden Dicht aaf der Strocke, 
Bondern io einer Werkstatt augeetellt. t 



4 



§ 2 Bericht über die Reibungsgesetze. 



543 



ist, während sich die Normaldrücke pro Flächeneinheit in beiden Fällen 
wie 2 : 1 verhalten. Es scheint*), dafs aich diese Folgerung in der 
Erfahrung gut bestätigt, sofern nicht durch sehr starke spezifische 
Pressungen merkliche Deformationen der Unterlage hervorgerafen 
Verden. — 

Bekanntlich ist auch der Voi^ang des AbroUena zweier Oberäachen 
aufeinander, der sieh (scheinbar) ohne Gleitung vollzieht, wenn auch 
in geringerem Grade mit Energie Verlusten verbunden. Das Gesetz der 
roüemlen Eeilmn;i, welches man üblicher Weise bei der Berechnung 
dieser Energie Verluste zu Grunde legt, wurde ebenfalls von Couiimb 
aufgestellt. Hierbei ist es zweckmäfsig, nicht von einer reihenden 
Eittzdiraß, wie bei der Gleitung zu sprechen, sondern von einem 
Reibungsmoniente, welches von dem zur Abrollung aufgewandten Dreh- 
moment in jedem Augenblicke zu überwinden ist. Bezeichnet wiederum 
N den gesamten Normaldruck an der Berilbrungs stelle zwischen der 
Unterlage und der „Rolle", M das Reibungsmoment, so setzt man 



V heifst dabei Koeffizient der rollendrn Beibutu); wie die Gleichung 
zeigt, ist er keine reine Zahl wie der Koeffizient der gleitenden Reibung, 
sondern von der Dimension einer Länge. Auch dieser Koeffizient wird 
als Material- bezw. als Oberflächenkonstante angesehen. Will man M 
durch eine in der Oberfläche thätige reibende Einzelkraft W ersetzen, 
so hat man die letztere gleich M/r zu setzen, wenn r den Radius der 
Rolle oder bei nicht kreisförmigem Umrifs derselben den Krümmunga- 
radius an der betr. Stelle der Umrifslinie be-deutet; diese Einzelkraft 
W ist also dem Normaldruck direkt und dem Radius umgekehrt pro- 
portionaL 

Über den Mechanismus der rollenden Reibung giebt eine schöne 
Arbeit von 0. Reynolds**) einigen Aufschlufs. Reynolds weist nach, 
dafs mit der Abrollung infolge elastischer Deformationen stets eine ge- 
wisse Gleitung verbunden ist. 

Nimmt man znr Vereinfachung der Anschauung an, dafs die Unter- 
lage wesentlich weicher ist, wie die Rolle (Unterlage aus Kautschuck, 
Rolle aus Eisen), so kann man von der Deformation der Rolle absehen 
und hat nur die der Unterlage zu betrachten. Letztere wird aus einer 
muldeniörmigen Einsenkung bestehen, so zwar dais in der Mitte der 
Einsenkung die Unterlage gedehnt, nach den Seiten hin aufgestaucht 

•) Peny 1. c. pag. 67. 

•^ On rolling Priction, London PbilOB. Transactions Vol. 16B, Part I (1876) 
und Qe». Werke Bd I, S 110. 
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und zusammengeprerst irt. Die Berührung findet alsdann nicht mehrv 
in einem geometrischen Punkt statt, sondern in der Oberfläche deri 
Mulde, deren Mittelpunkt wir als mittleren Berührungspunkt (P) b»-l 
zeichnen. In der beistebea-l 
den Figur sind eine An7AM I 
von Punkten auf Rolle und 1 
Unterlage markiert. Die 1 
Punkte auf der ßoUe sindj 
äquidistant, die auf 
Unterlage waren es Tor der I 
Deformation, sie zeigen also 1 
in ihren wechselnden Ab- j 
ständen schematisch den Sinn der eingetretenen Formänderung an. DIo 1 
mit gleichen Ziffern Teraehenen Punkte sind bei fortscbreitendem Ab- 1 
roUnngsprozeTs bestimmt, als mittlere Berührungspunkte der Reihe nach I 
mit einander zusammen zufallen, was durch die mit dem Fortschreiten \ 
der RoUe verbundene Dehnung der Unterlaß an der mittleren Be- I 
rübrungsstelle ermöglicht wird. In dem augenblicklieb ea Stadium fallen f 
diese Punkte aber nicht zusammen. Es mul's daher beispielsweise der ] 
Punkt 4 von dem augenblicklichen Stadium bis zu demjenigen, wo er \ 
zum mittleren Berührungspunkte geworden ist, um dasjenige Stückchen i 
auf dem Eullenumfange entlang gleiten, um welches die beiden Punkte j 
4 in der Figur abstehen. Das gleiche gilt für jeden Punkt der Be- I 
rUbrunge fläche. In dieser findet also in der That eine gewisse gleitende \ 
Reibung statt. 

Der gesamte Energieverlust der rollenden Reibung wird sich zum 
Teil aus dem mit dieser gleitenden Reibung verbundenen Energiever- 
lust, zum Teil aus der zur elastischen Deformation erforderlichen Ar- 1 
beit zusammensetzen, insoweit nämlich die letztere in nicht umkehr- 
barer Form auftritt. 

Dafs die in Fig. 73 dargelegte Yorstellung zutreffend ist, konnte 
Reynolds folgendermafsen experimentell nachweisen. Man bemerkt, 
dafe unter den oben vorausgesetzten Verbältnissen die Rolle ihren Um- 
fang nicht auf der natürlichen Oberfläche der Unterlage, sondern auf ' 
der bei P gedehnten abwickelt. Mifst man den Weg, den die Rolle 
nach einer Umdrehung zurückgelegt bat, auf der in ihre natürlichen 
Längenverbältnisse zurückgekehrten Unterlage, so wird sich derselbe 
etwas kurzer ergeben müssen als der Umfang der Rolle. Dies bat 
Reynolds in der That experimentell nacligewiesen für den Fall, dafs die 
Rolle härter ist wie die Unterlage. Das umgekehrte mufs stattfinden 
und findet nach Reynolds statt, wenn die Unterlage erheblich härter ist 
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als die Rolle. Sind beide ans gleichem Material, so ist der auf der 
Unterlage gemessene Weg wieder etwas kürzer wie der Umfang der 
Rolle, wovon die obige Überlegvmg bei näherem Eingehen ebenfalls 
Bechenschaft ablegen würde. 

Bis zur genauen Messimg der Grofse des Reibungs Widerstandes 
und zur Nachprüfung des Coiilombachen Ansatzes ist die Reynolds'ache 
Untersuchung nicht durch gefilhrt, Dafs dieser einfache Ansatz der 
Wirklichkeit sehr genau entspricht, tat bei der komplizierten Natur des 
Vorganges nicht gerade wahrscheinlich. — 

Neben der gleitenden und rollenden Reibung spricht man drittens 
noch von der bohremleii Reibimg, und zwar da, wo sich auf einem 
Korper ein anderer um die Normale im Berührungspunkte beider dreht. 
Da in diesem Falle die Berührung als punktförmig und der Berüh- 
rungspunkt als Punkt der Drehaxe vorausgesetzt wird, fiudet theoretisch 
ein Gleiten heider Körper gegeneinander nicht statt. Dieser Umstand 
hat zur Einführung der besonderen Bezeichnung „bohrende Reibung" 
Veranlassung gegeben. Indessen führt sich der Vorgang sofort auf 
den der gleitenden Reibung zurück, wenn man nur eine etwas aus- 
gedehnte Berührung der Körper annimmt. Man kann dann von einem 
mittleren Radius <i der Berührungsfläche sprechen und wird die rings 
um die Drehaxe verteilten Kräfte der gleitenden Reibung auf diesen 
mittleren Abstand a reduzieren dürfen. Sie setzen sich offenbar zu 
einem Drehmoment um die Normale zur Berührungsfläche zusammen, 
dessen Gröfse sich aus dem Gesetz der gleitenden Reibung berechnet zu 

M = fi N, II = jia. 
Der Proportionalitätsfaktor ft' kann als Koef^zient der bohrenden Reibung 
bezeichnet werden, er hat die Dimension einer Länge und hängt aufser 
von dem Material und der OherflächenheschafTenheit auch von der Aus- 
dehnung der Berührungsfläche ab. Natürlich soll durch die Gleichung 
[i = fia nicht behauptet werden, dafs sich der Koeffizient der bohren- 
den Reibung aus dem der gleitenden Reibung voraushestimmen liefse, 
wenn man die Gröl'se der Berührungsfläche messen könnte. Vielmehr 
soll diese Gleichung nur einen Anhalt für die Bedeutung des Koeffi- 
zienten n' und für das ungefähre 6 röfsen Verhältnis der bohrenden und 
gleitenden Reibung liefern, einen Anhalt, der uns im nächsten Para- 
graph von Nutzen sein wird. 

Ausdrücklich haben wir uns in diesem Bericht auf die trockene 
Seibung beschränkt, trotzdem ja die Reibung unter Anwendung von 
Sciimiermittdn für die Praxis das weit überwiegende Interesse hat. Man 
ist heutzuti^e zu der Einsicht gekommen, dafs die letiitere ganz anderen 
Gesetzen gehorcht, dalä sie nämlich auf den Gesetzen der inneren 
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Reibung zäher Flüssigkeiten beruht, während die ältere technische 
Litteratnr sie nach dem Coulombschen Schema der trockenen Reibung 
behandelt. Wir köonen heute (mit Petroff und Rejnolds) von einer 
hydrodynamischen Tlicorie der Sdimicnnii; sprechen, einer Theorie, die 
durch rationell angestellte Yeranche soweit bestätigt wird, als man ea 
nach der Schwierigkeit des Gegenstandes erwarten kann*). Da« wirk- 
liche physikalische Verständnis der Schmiermittelreihung ist auf diesem 
Wege wesentlich gefordert. Wird es möglich sein, so möchten wir 
zum ScfaluTs fragen, auch die trockene Reibung unserem physikalischen 
Verständnis näher zu bringen, indem wir die zwischen den reibenden 
Oberflächen verbleibende Luftschicht als eine Art Schmiermittel auf- 
fassen und auf sie die Reibungsgesetze der kinetischen Gastheorie an- 
wenden? und femer: Wieweit ist mit Reibung stets auch Abreibung 
der Oberflächen verbunden? 

§ 3. QualitBÜTes über die gleitende und bohrende Belbung beim 
ErelaeL 

um den Einflufs der Reibung beim Kreisel mit festem Stützpunkte 
zu studieren, haben wir zunächst zuzusehen, unter welchen Umständen 
hier die Reibung zustande kommt. Das Bild, welches wir uns von 
diesen Umständen machen werden, ist freilich ein sehr schematisches 
und idealisiertes und dürfte von Fall zu Fall je nach den besonderen 
Verhältnissen der jedesmaligen Vorrichtung erheblich von der Wirk- 
lichkeit abweichen. 

Betrachten wir z. B. die beiden Apparate, welche pag. 1 und 2 ab- 
gebildet sind. Wenn wir von der Reibung ganz absehen dürften, würde 
die Bewegung beider Apparate, sofern wir bei Nr. 2 die Masse der Ringe 
gegenüber der Masse des inneren Schvrungkörpers vernachlässigen, nach 
genau denselben Gesetzen erfolgen. In Hinsicht auf die Reibung aber 
verbalten sie sieb ganz verschieden. 

Bei dem Apparat von pag. 3 treten Reibungskräfte in den Punkten der 
drei Lager auf, welche die Axe des äul'seren, des inneren Ringes und des 
Schwungrades tragen. Wir haben es hier im Sinne des vorigen Para- 
graphen mit FlÜssigkeitareibung zu thun, wenn die Lager hinreichend 
I geschmiert sind. Jedenfalls wird die Reibungs Wirkung in einem Dreh- 
momente bestehen, welches um jede der drei Axen der augenblicklichen 
Rotation entgegenarbeitet. Da die Bewegung um jene drei Axen gerade 
die 
xeicl 
und 



P 



*) Vgl. hietzu den oben zit. Bericht von Masi. Wir vemeiBea ferner anf 
die durch Berückaichtiguug aJler einschlägigen techniBchen GeBichtepunkte anage- 
xeichneteu Versnche von K. Stribeck: Die weseotlicben Bigeuat^barteu der Qleit- 
ond ßolleulager. Ztschr. des VeieiuB deutscher Ingenieure IWl, Nr, 3ä, B8 uud SS. 
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dorcli die EnlerBchen Winkel if», ft, <p gegeben wird, so würde in den 
LagrongescIieD Gleichungen fBr diese Winkel je ein Zuaatzglied auf- 
treten, welches das Reibongsmoment für die fragliche Äse bedeutet. 
Wir gedenken darauf nicht weiter einzugehen, sondern beschränken 
nns auf dos Modell von pag. 1. Hier müsaen wir zunächst die Gestalt 
des unteren Endes der Figurenaxe und die Gestalt der Pfanne, welche 
jene trägt, ins Auge fassen. Wir wollen annehmen, die Figurenaie sei 
unten higdförmtg abgerundet und die Pfannenoberfiäche sei ein Krei's- 
kegel; die Oberflächen seien trocken und nicht elastisch nachgiebig. 





Die Berührung zwischen Engel und Kegel findet dann allemal in einem 
festen horizontalen Kreise statt. Die Kugel verschiebt sich bei allen 
Bewegungen der Figurenaxe in sich. Ihr Mittelpunkt bleibt also im 
Räume genau fest. In dtesem Mittelpunkk liabai wir den ais ruhend 
vorattsgesdzten Punkt des Kreisels vor utis. 

In dem Modell von pag. 1 ist der Kegel, der die Pfanne begrenzt, 
sehr flach; für die theoretiacbe Berechnung der Reibung wird es be- 
quem ja sogar unumgänglich sein, ihn als absolut flach vorauszusetzen, 
also den Kegel in eine Ebene ausarten zu lassen. Der kleine Kreis, in 
dem die Kugel den flachen Kegel berühren würde, schrumpft dann in 
einen Punkt zusammen, der stets genau senkrecht unter dem Kugel- 
mittelpunkt liegt. Der Begriff „Stützpunkt" zerlegt sich so in zwei 
Begriffe: Fester Punkt = Mittelpunkt der Kugel und Bcrührung^mkt 
P = Grenze des eben getiannten kleinen Berührungskreises. 

Freilich dürfen wir uns nicht verhehlen, dafs wir uns auf diese 
Weise von den wirkliehen Bedingungen unseres Problemea entscheidend 
entferaen, dafs wir nftch dem Grenzübergänge nicht mehr den Kreisel 
mit festem Punkte sondern genau genommen den auf der Unterlage 
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Irei beweglichen Kreisel vor ans haben und dafs die BefeBtigimg des ^ 
Punktes in dem MaTso in E'ortfall kommt, als wir den Kegel flacher 
werden liiBsen. Es gebt hier wie so oft in den Anwendungen, dafe 
ein Grenzübergang mathematiBch bequem aber physikaliBch widerainni^ 
ist (mau denke an den Übergang von molekularen zu unendlich kleinen. J 
Dimensionen in der gesamten theoretischen Physik) und dnfs man nochf 
den Bedingungen der Aufgabe nur bis in ilie Nähe der Grmse, nicht! 
bis zur Grensv sullist gehen dürfte. In allen solchen FUUen wird iliaJ 
Btülschweigende Voraussetzung gemacht, dafs die mathematische B&- 1 
handlung des Grenzfalles nicht wesontUch von dem Falle der Wirk- 1 
lichkeit abweicht, eine Voraussetzung, die durch die Resultate der I 
Behandlung in der ilegel bestätigt wird. Die entsprechende Voraafl- i 
Setzung wollen wir hier ausdrücklich hervorheben: Wir nehmen an,! 
dafs seitliche Bewegungen des Punktes durch geeignete mechanische 1 
Vorrichtungen an der Unterlage ausgeschlossen werden, dai's wir aber J 
im Übrigen die Reibuugswirkung ohne erheblichen Fehler so berechnen-] 
dürfen, als ob die Unterlage eine Ebene wäre. 

Der Übergang von dem urspr (Inglichen BerÜhmngs^Te/se zu dem I 
nunmehrigen Ber(lhrungB;>M»A'fc ist deshalb geboten, weil wir sonst in I 
endlose Weiterungen betr. die elastiachen Deformationen an der Be- 1 
rührungssteile verfallen würden. Wollten wir nämlich mit dem Be-J 
r ührunga Ar«'se operieren, ao mül'sten wir, um die Reibung beBtinunea-l 
zu können, zunächst feststellen, wie sich der Gegendruck der Pfonnsfl 
auf den Kreisel über den Umfang des Berührungskreises verteilt. Die« J 
ist aber eine der vielen und wichtigen Fragen, die vom Standpunktaj 
der Mechanik starrer Körper uubestimmt bleiben und zu deren Beant-I 
wortung die Elaatizitätstheorie herangezogen werden müfste. AlUl 
gemein lassen sich bekanntlich, wo es sich um die Lagerung eineaJ 
Körpers handelt, nur sechs Auflagern übe kannte aus den sechs Gleich--] 
gewichtsbedingungon der gewöhnlichen Statik im Räume bestin 
Kommen deren mehr vor, so bleiben die übrigen statisch U7ibestimmtM 
Bei unserem Beruh ruugskreise haben wir aber unendlich viele Anf-J| 
l^er unbekannte, weil der Auflagerdruck in jedem Elemente uuBerei|J| 
Berührungskreises nach Qröfee und Richtung unbekannt ist DieiJ 
Frage gehört also in das Gebiet der Elastizität. Müssen wir aberj 
erst einmal die elastischen Deformationen in Rechnung setzen, so müsse 
wir auch berücksichtigen, dafs der BerührungsAref's wegen der elastischen I 
Abplattung der Oberflächen thatsächlich in eine Berührungs/Iüi'/ie äber-1 
gehen wird. Die Gröfse dieser Fläche und die Formänderungen unserevj 
Kegel' und Kugeloberfläche mül'sten auf elastischem Wege ermittelfej 
werden. Erst, wenn dies geschehen, könnten wir die Verteilung dea^] 
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Gegendruckes und die Gröfae der Reibimg angeben. Die aufBerordent- 
liclien Schwierigkeiten, welche sich hieraus ergeben, umgehen wir eben 
durch unsere Annahme einer absolut flachen Pfanne und einer punkt- 
förmigen Berührung. 

Unter dieser Annahme ergiebt sich der Gegendruck der Pfanne 
oder die Reaktion Ji derselben in vertikaler, d. h. zur Pfanne normalen 
Richtung durch die einfache Betrachtung, die wir pag. 515 f^r den 
auf <ler Horizontalebene beweglichen Kreisel anstellten, Aus dem 
Impidssatze folgt lümlich hier wie dort 

(1) It = M(ß + /'), 

unter g die Tertikftle Koordinate des Schwerpunktes in dem vom Be- 
zugspunkte auslaufeoden festen x;/£- Koordinatensystem Terstanden 
(Tgl. Fig. 74b}. 

Bezüglich des Vorzeichens Ton E ist Folgendes zu beachten: Die 
Pfanne kann vermöge ihrer Festigkeit zwar, wenn es nötig ist, einen 
aufserordentlicb hohen positiven Gegendruck hergeben, (unter positiv 
die Richtung von unten nach oben verstandeu), aber nicht den ge- 
ringsten myafivpn. Sobald sich ein solcher im Verlauf einer be- 
stimmten Bewegung aus (1) bereclinet, würde die Pfanne muht aus- 
reichen, um die Ruhe des Punktes zu sichern: der Kreisel würde 
bei verschwindendem jR die Pfanne verlassen und sein unteres Ende 
in die Höhe schnellen. Von min ab bewegt er sich nicht mehr wie 
der Kreisel mit festem Stützpunkt, sondern beschreibt eine Poinsot- 
bewegung im freien Räume um seinen Schwerpunkt, während sich 
der Schwerpunkt selbst den Fallgesetzen gemafs bewegt. Wir wollen 
solche Bewegungen von der Betrachtimg auBsehliefsen , also annehmen, 
dais dauernd 

.7 + ^" > 
ist, Ks steht mit dieser Annahme im Einklang, wenn wir späterhin 
sogar voraussetzen werden, dafs die Schwerpunktsbeschletmigung s" 
dauernd sehr klein ist gegen die Fallbeschleunigung 17, so dafs wir 
den Gegendruck R auf seinen „statischen" Bestandteil 

(2) li = M(/ = dem Kreiselgewichte 

reduzieren und von dem „dynamischen Bestandteil" Mz" absehen können. 
Dies ist eine Vernachlässigung (Vernachlässigung I), die wir im Interesse 
der Durchführbarkeit des Reibungsproblemes machen; die Gültigkeit 
unserer Resultate wird dadurch auf eine Klasse von Bewegungen be- 
schränkt, die wir als „PräceHsions- ähnliche" bezeichnen können. (Bei 
der regulären Präcession ist ja ^ = const, also /' = 0; Präcessions- 
ähnlich kann daher eine Bewegung genannt werden, wenn e" niemals 
von Null sehr verschiedene Werte annimmt.) 
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Zugleich mit R ist auch die Beibnng im Berührungspunkte P , 
bekannt. Wir unterscheiden dabei zunächst gleitende und bohrende 
Reibung, bemerken aber, dafs die gesonderte Berechnung beider zu 1 
Bedenken Änlafs giebt, die im § 6 besprochen werden sollen. Für dos 
Folgende kommen diese Bedenken nicht in Betracht, da, wie wir sehen, 
werden, bei einigermafsen beträchtlicher Neigung der Figurenaxe die 
bohrende Reibung gegenüber der gleitenden Reibung vernachlässigt - 
werden kann. 

Die gleitende Reibung ist eine im Berührungspunkte P angreifende i 
Einzelkraft von der Gröfse 
(3) W=(iR, 

deren Richtung horizontal ist und, ebenso wie die Bewegungariehtung 

von P, auf der augenblicklichen ßotationaase OR senkrecht steht 
(vgl. Fig. 75). Für den Bezugspunkt O 
I ergiebt sieh hieraus eine Drehkraft von der 

Gröfse 

(4) Mj = efiR, 

wo den Hebelarm von W in Bezug auf 
0, d. i. den Radius OP der begrenzenden 
Kugel bedeutet. Die Axe dieser Dreh- 
kraft stimmt mit der Richtung der Hori- 
zontalkomponente des Drehungsvektora 
11 berein. 

Die bohrende Reibung berechnen wir 
~ durch ihr Moment üf,, welches die Verti- 

kale OP zur Äxe hat und dem Sinne 

nach der Vertikalkomponente des Drehung« vektors entgegengesetzt ist. 

Der Gröfse nach ist (Tgl. den vorigen Paragraph) 

(5) it/j " ii'R - fiafl. 

Wir wünschen uns ein Urteil darüber zn bilden, wann der eine und 
wann der andere Reibungaeinflufs überwiegen wird. Zu dem Zwecke 
berechnen wir die zugehörigen Arbeits Verluste rfS, und riSt, während , 
eines Zeitinterrallee lit. Bedeutet Q die Gröfse der augenblicklichen 
Rötati onsgesch windigkeit, « den Winkel zwischen der Vertikalen und 
dem Rotation 8 Vektor OK, also ß sin n die Horizontal-, Q cos a die ^ 
Vertikalkomponente des Drehungsvektors, so wird 

d% M^QcoBadt 




(6) 


irti, M,aBmcidl, 




(ia, : lia, - (1 .in a 
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Die Grofse a, welche im vorigen Paragraph als mittlerer Radius der 
Berührungsfläche gedeutet wurde, können wir entsprechend der Ent- 
stehungBweise imeeres Berührungspunktes P aus dera ursprünglichen 
Berührungskreise als Radius dieses letzteren ansprechen. Die Gröfao 
p tg « andrerseits bedeutet (vgl. Fig. 75) den Abstand des Berührungs- 
punktes F von dem Durchstofsungspunkte Q der augenblicklichen 
Rotationsaxe mit der horizontalen Pfannenoberfiäche. Unsere vor- 
stehende Proportion besagt daher, dafs die Arbeit der gleitenden 
Reihung kleiner oder grölser wie die der bohrenden Reibung ist, je 
nachdem die augenblickliche Rotationsaxe den Berührungs kreis durch- 
setzt oder nicht. Lassen wir den Beriihrungskreis nahezu in einen Punkt 
zusammenachrumpfen, so folgt, dal» nur bei nahezu vertikaler Lage 
der Rotationsaxe die bohrende Reibung neben der gleitenden in Be- 
tracht kommt, dafs dagegen bei merklich nicht vertikaler Rotationsaxe 
die gleitende Reibung erheblich mehr Arbeit absorbiert und daher er- 
heblich gröfaeren Einflufs auf den Bewegungsverlauf hat. Hieraus 
leiten wir die Berechtigung ab, im Folgenden tiie bohrende Beibutig im 
Allgemeinen gegenüber der gleitenden Keibung zu vernachlässigen (Ver- 
DachläsHigang II). Da bei den zu betrachtenden Bewegungen die 
Pigurenaxe nahezu der Rotationsaxe folgt, so wird die genannte Ver- 
nachlässigung solange zulässig sein, als die Figmenaxe nidit m^klich 
vertikal steht. 

Wir wollen die Arbeit der gleitenden Reibung sogleich noch auf 
eine zweite Weise ausdrücken, nämlich durch die Euler'schen Winkel 
(p, (d, *. Wir losen zu dem Ende den Itotationsvektor Q in seine 
drei Komponenten tp, i^', 9' nach der Pigtiren- 
axe, der Vertikalen und der Knoteniinie auf. 
Projizieren wir alsdann den aus den drei 
Seiten ip', ^', #' gebildeten Linienzug auf 
die Horizontal ebene durch 0, so ergiebt sich 
die Horizontalkomponente des Rotations- 
vektors, Dieselbe wird nach Fig. 76: 

Q sin « = !/*■' -I- tp'* sin* fr. 
Nach (4) und (6) einlebt sich daher 

(7) d% if^RyW'*-\-<p'*sm*&dt. 

Durch eine kleine formale Umänderung 

können wir diesen Ausdruck als lineare 

Funktion der Koordinatenänderungen d&, dip, rfv schreiben, wie wir 

ihn zum Ansatz der Lagrange 'sehen Gleichungen brauchen werden. 

Wir setzen nämlich (7) so um: 
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Die Koeffizienten von d&, tl<p, dil) in diesem Ausdruck 
(vgl z. B. pag. 78) die „Rompouenteu der gleitenden Reibung 
der Koordinaten fr, tp, V" und schreiben; 



WUT J 

Sinn* 1 



(9) e,- 



*, = ~pfiß 



yo"- 



Vi-O. 



Bezüglich der Grüfse dieser Reibungskomponenten werden wir ans 
ebenfalls eine TJngcnauigkeit zu Schulden kommen lassen (Vemacli- 
ISssignng III}. Bei den wichtigsten Kreiaelbewegungen fallt der Rota- 
tionsvektor immer nahezu mit der Fignrenaxe zusammen. Es wird 
also die Komponente ip' des Rotati onsrektors uitch der Figuren axe 
erbeblich grÖfser wie die Komponente 9' nach der Knotenlinie. Bei 
der regulären Präcesaion wird sogar unter Abflebung von der Reibung 
#' genau gleich Xull. Indem wir also festsetzen, äafs in den Aus- 
drüekcn der Eeihungsarheit und der Keihungskräfte #' gegen <p' gestrichen \ 
werden soU, beschränken wir unsere Betrachtung abermals auf die ] 
„Präcessiona ähnlichen Bewegungen". 

In diesem Sinne schreiben wir (7) und (9) 



(10) 



f d% — T euBtp' sin »dt, 

\ <Dj - :F QfiR sin », Vj = 0, = 0. 



Einer Erlänterung bedarf hierbei noch das doppelte Vorzeichen in (10), 
Es ist klar, dal's die Quadratwurzel in Gl. (7) stets mit dem positiven 
Zeichen zu rechnen ist, da die R^ibungsarbeit stets negativ ist. Dasselbe 
gilt von den Quadratwurzeln in Gl. (8) und (9). Entwickeln wir diese 
Wurzein nach &'/(p', so haben wir sie in erster Näherung gleich 
jq^'sin'&l, d. b, gleich ± ip' sin» zu setzen, je nachdem iji' selbst po- 
sitiv oder negativ ist. Dies gilt iusbesondere auch fflr den Wert von 
|J>,, in dem wir den Nenner l^j'sinfr] gegen Faktoren des Zählers 
9>'sin*# gehoben haben. Das obere Vorzeichen in den Gl. (10) ist 
also in denjenigen Fällen zu wählen, wo der Kreisel um die Figuren- 
axe im Sinne des Uhrzeigers rotiert ('ip'>0, Fig, 77a), das untere im 
entgegengesetzten Falle (9'<0, Fig. 77b). 

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen zur angenäherten Lösung des 
Hcibungsproblemes getroffen, die uns im nächsten Paragraphen be- 
schäftigen soll. Namentlich werden wir uns dabei von der aus der 
Beobachtung wohlbekannten Thataache Rechenschaft zu geben haben, 
dafs die Figurenaxe des Kreisels durch die gleitende Reibung im Mittel 
langsam aufgerichtet wird. 
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Es wird aber gut sein, eben diese Thatsache scbon vorher aul' 
einem wenn aucb sebr iingenaueiL Wege plausibel zu machen, der uns 
die Wirkung der Reibung rein anschaulich zu verfolgen erlaubt. 

Wir nehmen an, der Kreisel befinde sich in schneller Rotation 
und die Rotationaaxe falle nahezu mit der Figurenaxe zusammeu. Ein 
gleiches gilt dann auch von der Impulsaxe, deren Lage sich ja aus 
der Lage von Figurenaxe und Rotationsaxe bestimmt. Wir habeu also 
zur Versinnlichung des Impulses von aus einen sehr langen Vektor OJ 
abzutragen, und zwar ungefähr in der Richtung der positiven Figuren- 
axe, d. b. nach oben hin, oder in der ungefähren Richtung der negativen 
Fignrenase, d. b. nach unten hin verlaufend, je nachdem die Rotation 
des Kreisele im Sinne des Uhrzeigers oder im entgegengesetzten Sinne 
um die positive Figurenaxe erfolgt. Die Rotation selbst wird durch 
einen Vektor OR dargestellt, welcher annähernd ebenso wie der Impuls 
gerichtet ist, also das eine Mal nach oben, das andere Mal nach 
nnten. Den ersten Fall stellt Fig. 77a, den zweiten 77b dar. Der 
Einäul's der gleitenden Reihung auf die Kreiselbewegung äuEsert sieb, 
wie wir sahen, in dem Auftreten eines Momentes M^, welches dieselbe 
Aie wie die Horizontalkomponente des Rotetionsvektors und den ent^ 
gegengesetzten Sinn bat. Tragen wir also die Horizontalkoinpouente 
OH des Rotetionsvektors in unseren beiden Figuren ein, so ist da- 
durch der Sinn des Reibungsmomentes bestinimt. Der fragliclie Pfeil, 
welcher Mi darstellt, mufs in Fig. 77a von rechts nach links, in 77b 
von links nach rechts verlaufen. 




Nach den fundamentalen Eigenschaften des Impulsvektors setzt 
sich nun dieser in jedem Zeitteilchen rf/ mit dem Zusatzimpuls der 
äufseren Kräfte zusammen. Soweit letzterer von der gleitenden Reibung 
herrührt, ist er gleich M^dt-^ das Resultat seiner Zusammen Setzung 
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mit dem Impulsvektor OJ ist in den beiden Figuren angedeutet. In 
beiden Füllen besteht die Wirkung des ZusatzioipuIseB darin, daTs die 
Horizontolkomponente des GeHamtimpulses etwas verkleinert wird, die 
Vertikalkoraponente imgeändert bleibt. Der Gröfse nach wird also der 
Impuls etjcas geschwächt, der Rkhluntj nach etwas jnehr verHkal gegtdU. 
Sein Endpunkt wandert dabei in der durch den Endpunkt des An(angS' 
imjndses geteilten Horieontalebene von J nach Jy 

Dcir Eiiiänfs der Reibung auf die Ilichtungsändenmg des ImpulB- 
vektora wird offenbar um so geringer sein, je gröfaer die jeweilige 
Länge des Impnlsvektors ist; denn die Hinzufügung der kleinen Strecke 
JJi, welche nur von der GröfBC des Gegendruckes /(, vom Ueibnngs- 
koeftizienten ft, dem Kugelradius p und dem Zeitelement dt abhängt, 
macht gegenüber einem langen Vektor OJ weniger aus wie gegenüber 
einem kürzeren. Die Umlagerum/ dt's Impulsvektors erfolgt also wm so 
langsamer, je stärker der Anf'angsimpids war oder je schneller der Kreist 
ursprünglich rotierte. 

Natürlich wird der Impulavektor OJ gleichzeitig auch durch die 
Einwirkung der Schwere abgeändert. Aus diesem Grunde verschiebt 
sich der Endpunkt des Impulses in jedem Augenblicke im Sinne der 
Äxe des Schweremomentes, d. h. im Sinne der Kuotenlinie. Da aber 
die Kuotenlinie auf der Figurenaxe genau und aui' der Impulsaxe an- 
genähert senkrecht steht, solange unsere Voraussetzung des angenäherten 
Znaammenf allen B von Figuren- und Inipulsaxe zutrifft, bringt die Schwere- 
wirkung angenähert keine Änderung in der Gröfse und Neigung des 
Impulflvektors gegen die Vertikale hervor. Da überdies die Knoten- 
linie auf der Vertikalen genau senkrecht steht, tritt der Impuls-End- 
punkt auch wegen der Schwerewirkung nicht aus der genannten festen 
Horizontalebene heraus. Unsere obigen Behauptungen bezüglich der 
Oröfsen- und Lagenänderungen des Impnlses bleiben also auch bei 
Berücksichtigung der Schwere Wirkung bestehen. Mau bemerke ins- 
besondere, dafs der Sinn des Scbweremomentes, welches von der Lage 
des Schwerpunktes auf der Figurenase abhängt, für unsere Überlegung 
belanglos ist. Der Impulsvektor wird also je Uingtr je mehr durch die 
Reibung au/gerichtet, gleichviel ob der Schwerpunkt oberhalb oder unterhalb 
des Unterstüteungsptinktes liegt. 

Wir möchten nun aber zeigen — und erst mit diesem Nachweis 
erreichen wir nnaem eigentlichen Zielpunkt — , dafs sich ebenso wie 
die Impulsaxe auch die Figurenaxe des Kreisels verhält. 

Zu dem Ende bemerken wir, dafs zunächst die Rolationsaxe bei 
dem Kugelkroisel genau, bei dem symmetrischen Kreisel angenähert 
der Lage der Impulsase folgen wird. Die Figurenase andrerseits wird 
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fortgesetzt um die jeweilige Rotationsase auf einem Kegel umgedreht. 
Und zwar geht bei hinreichend Btarkem Eigenimpula diese Umdrehung 
viel schneller vor sieh, wie der Wechsel der Rotationsaxe selbst, der- 
art, dafs während einer vollen Umdrehung der Figurenaxe sich die 
Rotationaaxe nur wenig verschoben hat. In der That wird die Be- 
wegung der Impulsaso und daher auch die der Rotationsaxe um so 
langsamer, je gröfser der dem Kreisel ursprünglich erteilte Impuls war, 
während die Umdrehung der Figurenaxe um so schneller wird, je 
gröfser jener Impuls ist. Von einer gewissen Gröfse des Impulses ab 
wird also die Bewegung der Hotationsaxe als unendlich langsam gegen- 
über der Bewegung der Figurenaxe gelten können, Alsdann fällt die 
mittlere Lage der Figurenaxe dauernd mit der Lage der Itotationsase 
zusammen und es gilt von ihr dasselbe, was für die Lage der Rotations- 
axe und der Impuhaxe bereits festgestellt wurde: Im Mittel mufs sidi 
auch die Figurenaxe unter der Einwirkung der Reibung aufrichten, und 
ewar um so langsamer, je schneller die anfängliclie liotation war. Dieser 
mittleren Bewegung werden sich kleine Schwankungen oder Nutationen 
der Figurenaxe überlagern, die von der fortgesetzten Umdrehung um 
die Rotationsaxe herrühren und die die Figurenaxe abwechselnd der 
Vertikalen nahem und von ihr entfernen. ^ 

Dafs die Reibung ein Aufrichten der Figurenaxe auch dann zur 
Folge hat, wenn der Schwerpunkt oberhalb des Stützpunktes liegt, 
und daher mit der Hebung der Figurenaxe eine Arbeitsleistung ver- 
bunden ist, kann vieüeicbt auf den ersten Blick überraschen. Denn 
die Reibung kann doch stets nur Arbeit verzehren und keine Arbeit 
leisten. In Wirklichkeit liegt natürlich die Sache so, dafs die zur 
Schwerpunktshebung erforderliehe Energie aus der lebendigen Kraft 
des Kreisels bestritten wird, von der auch die Reibui^ zehrt. Die 
Verkürzung des Impulsvektors, welche eine Verminderung der leben- 
digen Kraft zur Folge hat, bildet daher, falls der Schwerpunkt ober- 
halb des Stützpunktes liegt, ein notwendiges Korrelat zur Aufrichtung 
des Impulsvektors und zu der der Figurenaxe. 

Das Endergebnis der gleitenden Reibung ist somit die auf- 
rechte Kreisdbeivegung. Der zu dieser Bewegung verfügbar bleibende 
Impuls ist durch die anfängliche Vertikalkomponente n des Impuls- 
vektors gegeben, durch welche sich auch die gleichförmige Rotations- 
geschwindigkeit bei der aufrechten Bewegung vorausbestimmt. Nach- 
dem einmal Impuls-, Rotations- und Figurenaxe in der senkrechten 
Lage zusammengefallen sind, ist die gleitende Reibung aufser Tbätig- 
keit gesetzt: der Kreisel könnte unserm bisherigen Ansatz zufolge in 
dieser Lage ungeschwächt für alle Zeit fortrotieren. 
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I. 



Letzterfts wideraprieht aber offeabar der gemeinen Erfahrung, wo- 
nach jede Bewegung durch R^ibungHeinflÜsae Bchlieralich definitiv ver- 
nichtet wird. In der That ist jenes Ergebnis auch nur eine Folge der 
willkürlichen Unterscheidung zwischen gleitender und bohrender Uoibun^ 
und der VeraachläHBigang der letzteren. Wir niüasea uns daher jetzt 
noch ein ungeführes Urteil Über lür. Wirkrinft Her hnhren^m BeHmttg 
verschaffen. 

Nach dem obigen vorläufigen Ansatz liefert die bohrende R«ihuDg 
ein Moment, welches der Vertikalkompoaente des Rotatiousvektora ent- 
gegenwirkt. Im Falle von Fig. 77a (Rotation im Hinne des Uhrzeigers 
um die Figurenaxe) ist der Rotationsvektor nach oben gerichtet, also 
würde das Drehmoment M^ der bohrenden Reibung durch einen Pfeil 
darzustellen sein, der von aus nach unten läuft. Dieses Drehmoment 
setzt sich ebenso wie das Drehmoment der gleitenden Reibung in jedem 
Augenblicke mit dem vorhandenen Impuls 0-/ zusammen. Hierbei wird, 
wie man sieht, der Impulavektor von der Vertikalen abgelenkt, indem 
sein Endpunkt etwa von J nach J, verlagert wird. 

Das gleich© gilt aber auch im Falle der Flg. 77 b, wo der Pfeil 
des Drehmomentes Jlf, nach oben weisen wUrde und der Impuls bei der 
Zusamraensetzniig mit M, gehoben wird. Sein Endpunkt wanderb 
dabei etwa von J nach J^. In beiden Fällen ist die Uml^eruug des 
Impulses zufolge der bohrenden Reibung mit einer Yerkurmmg des Im- 
pulses verbunden. 

Die bohrende Reibung arbeitet also in einer Hinsicht der gleiten- 
den Reibung entgegen: sie strebt den Impttlsvrkfor von drr VertikeUen 
«( entfernen. In anderer Hinsicht wirkt sie in gleichem Sinne wie die 
gleitende Reibung; sie scluvckht den Impuls dattcmtl. Da wir sahen, 
dafs der Eintlufs der bohrenden Reibung, solange die Rotatiousaxe 
merklich von der Vertikalen verschieden ist, klein gegenüber dem Ein- 
flnfs der gleitenden Reibung ist, so wird dieser letztere jedenfalls den 
Ausschlag geben und es wird trotz der bohrenden Reibung ein Auf- 
richten der Figurenaxe erfolgen. Höchstens könnte das Zeitmafs de» 
Anfrichtena durch den Einflula der bohrenden Reibung etwas verzögert 
werden. Andrerseits ist xu beachten, dafs das Aufrichten um so 
schneller erfolgt, je kürzer der Impulsvektor ist, dafs also die bohrende 
Reibung, indem sie die Länge des Impulsvektors reduziert, ihrerseita 
das Aufrichten indirekt beschleunigt. Diese indirekte Wirkung der 
l>ohrenden Reibung wird daher ihre direkte Wirkung, den Impulsvektor 

der Vertikalen abzulenken, teilweise kompensieren. 

Ist aber die aufrechte L^e annähernd erreicht, so tritt die bohrende 
Reibung als die Hauptsache in ihr Recht, weil alsdann die gleitende 
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KelbuDg sehr klein geworden ist. Durcli die bohrende Reibung wird 
der uimmehr vertikal gestellte Impuls dauernd weiter geschwächt, ohne 
dafs der Charakter der aufrechten Bewegiing zunächst wesentUch ge- 
ändert wird. Die Kotationsgesch windigkeit der aufrechten Bewegung, 
die vermöge der gleitenden Reibung unverändert fortbestehen könnte, 
wird also durch die bohrende Reibung mehr und mehr herabgesetzt, 
Schliefslich mul's der Impuls bis auf diejenige GrÖfse reduziert sein, 
bei welcher die aufrechte Bewegung instabil wird, wenn der Schwerpunkt 
über dem Unters tützungspunkte liegt. Jede kleinste Störung erzeugt 
jetzt merkliche Schwankungen der Figurenase, die bei weiter abneh- 
mendem Impuls ihrer Amplitude nach zunehmen, bis der Kreisel um- 
fällt und nach einigen scheinbar regellosen letzten Auatrengnngen defi- 
nitiv zur Ruhe kommt. 



§ 4. QuantitaliveB über den EinfluTs der gleitenden Beibung auf die 

Neigung der Figurenaxe. Qraphiache Integration der KUgehörigen 

Diff er entialgle ichun g. 

Die geeignetste Grundlage ftir eine eingehendere Behandlung uuseres 
HeibungBproblems liefern die Gleichungen von Lagrange in den Euler- 
Bchen Winkeln ip, i^, &. Neben den Geschwindigkeitakoordinaten y', 
^', ©■' werden wir die Impulskoordinaten [<t>] = N, [Y] = h, [0] be- 
nutzen. Bei Übernahme der Bezeichnung N. die früher als Integrations- 
konstante eingeführt wurde, ist zu beachten, dafs diese Impulskoordi- 
nate jetzt nicht mehr konstant ist, sondern durch die gleitende Reibung 
stetig abgeändert wird, wie denn bei Berücksichtigung der bohrenden 
Reibung auch die Impulskoordinate w variabel werden würde. Die auf 
den Kreisel wirkenden Kräfte bestehen aus der Schwere und der gleiten- 
den Reibung, wenn wir (Vernachlässigung II) von der bohrenden Rei- 
bung absehen. Die Schwere giebt nur um die Knotenliuie, die gleitende 
Reibung auf Grund unserer Vemachläasigimg III (s. die Gl. (10) des 
vorigen §} nur um die Figurenaxe zu einem Momente Anlafs, Die 
Koordinaten der Uufseren Kraft, bezüglich der drei Euler'schen Winkel, 
werden daher durch die folgende Tabelle gegeben: 



1 . 


^ 


«■ 


Schwere | 





Pain» 


Gl. Reibung |q: (.^ Mg iin ff 









Hierbei ist auch bereits von der Vernachlässigung I Gebrauch ge- 
macht, indem der Gegendruck mit seinem statischen Bestandteil Mg 
identifiziert wurde. 
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Die GnmdgleichungeD, tou denen wir auszugehen haben, sind inl 
ganz ähnlicher Form schon pag. 154 und pi^. 220 u. ff. entwickelt 1 
worden; sie lauten: 

a) Der Ausdruck der lebendigen Kraft des symmetriBchen Ereiselss j 



(1) 



r(™' 



■ + »•') + -;-(»■ + cos »*')'■ 



b) Der Zusammenliang zwischen Impuls- uüd Gescliwindigkeits- 
koordiuateu; 



[»]- 


N- 


w 


-C(5.' 


+ cos »♦■), 




LV]- 


«_ 


ÜT 


-Äim 


» *^' + C CO 


»(»• + 


[8) 




er 
W 


-Ä»: 







s »*■), 



c) Die Auflösung der beiden ersten der vorstehenden Gleichungen 
nach den Oesehwisdigkeilskoordinaten: 

,, M-COS*if , JV— o 



(3) 



•^{i 



\K 



d) Der partielle Differentialquotiont der lebendigen Kraft nach der 
Koordinate #: 

(4) fJ^-4(cOSff*'-2f).in»<.' ( y-°°.»«Hn-co.l>y) . 

e) Das Gesetz für die Impuls'duderungen oder die L^range'schflii 
Qleichongea im engeren Sinne: 



- Psinfl 



V) 


31-". 




(6) 


■'jf-Tp^Jfj.in», 




m 


_lj~ 1 (JVf-co.en)(»-o 


obSJT) 



Statt der Gleichung (7) haben wir beim reibungslosen Kreisel den 
Satz der lebendigen Kraft benutzt, der sich dadurch empfahl, dafs er 
die Ausführung einer Integration in sich schlola. Im vorliegenden 
Falle geht dieser Vorteil verloren, weil der Reibungswideratand keine 
konservative Kraft ist, und wird daher die Gleichung (?) wegen ihrer i 
einfacheren Bauart bequemer als jener Satz. 

Wir wollen die Bedeutung der letzten drei Gleichungen der Keiha i 
nach durchgehen. i 

tileichimg (5) sagt aus, dafs die Vertikalkompottente des Impulse$ ' 
durch die gleitende lieibung nicht bceinflufsl wird, wie wir schon im 
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vorigen Par^raph erkannten, n kann daher nacti wie vor als eine durch 
den Anfangszustand gegebene lategrationsVoDstante angesehen werden. 
Übrigens folgt dieses Resultat allein aus unserer Vernachlässigung II 
der bohrenden Reibung und ist von der Einführung oder Nichtein- 
führung der Vernachlässigungen I und III unabhängig. 

Aus Gl. (6) Bchliefsen wir, dafs sich der Absolutwert des Eigm- 
imimlses N dauernd im gleichen, nänükh im abnehmenden Sinne ändert. 
Wegen der Bedeutung des doppelten Vorzeichens (vgl. pag. 552) be- 
rechnet sich rmmlich für dN aus Gl. (6) ein negativer oder positiver 
Wert, je nachdem <p' oder, was auf dasselbe herauskommen wird, je 
nachdem N positiv oder negativ ist. Die Gröfse von N können wir 
hiernach als eine Art Zeitmesser benutzeu, da wir den Ablauf der Be- 
wegung ebensowohl auf die abnehmenden Werte von \N\ wie auf die 
wachsenden Werte von ( beziehen können. Mit anderen Worten: wir 
können staä der Zeit t die Gröfse N als unabhängige Variable einführen. 
Ist die wechselnde Lage des Kreisele, insbesondere der Winkel &, als 
Funktion von N bekannt, so läfat sieh der zeitliche Verlauf der Be- 
wegung nachträglich feststellen, indem man nach (6) berechnet: 

In Gl. (7) kommen zunächst drei Veränderliche vor, nämlich t, 
N und #. Statt * führen wir wie früher die Hülfsgröfae 
(9) H = cos ©■ 

ein, überdies eliminieren wir die Variable t mittels der Gl. (6) und be- 
nutzen nach der vorstehenden Bemerkung fernerhin N ala unabhängige 
Variable. Zu dem finde ist ea nur nötig, die nach der Zeit genommenen 
Differeutialquotienten von # durch solche nach N zu ersetzen. Wir 
haben: 

Id» d9 dN — « ■„ dö , -. du 

j^,^±Q(LMgj^,--^=- i(f[, Mgy ^^^-^ sm &. 

GL (7) läfst sich daher mit Rücksicht auf (9) und (10) in die folgende 
bemerkenswert einfache Form schreiben: 



(y-«.t.)(n-wJO 



(11) (P^Jtfff)'l-^.= 

Das Frdhlem ist somit auf eine eingelne gewöhnlicke Differentialgleichung 
sweiier Ordnung zteisdien u und N reduziert. 

Wir beabsichtigen nicht, diese Gleichung in geschlossener Form 
oder durch irgend welche Reihenentwicklung zu integrieren. Vielmehr 
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werden wir versuclieii, auch ohne form elmäfB ige Integration durch sach- I 
gemäTse DiskuBsion der Biffereotialgleichung das Wesentliche über den 
Verlauf der Integralkiirve zu erfahren. ' 

Dil die Gestalt der Integral Iturve wesentlich Ton ihrer Krümmung 
und diese von dem zweiten Differentialquotienten ahhiingt, so werden 
wir darauf geführt, die rechte Seite von (11) näher zu studieren. Und 
zwar werden wir zunächst feststellen, wo die rechte Seite einen Vor- . 
Zeichenwechsel aufweist. Zu dem Zwecke betrachten wir die Gleichung* , 
(12) (n-uN){N~un)-ÄP(l-H^' = 0. 1 

Hier ist es noch heqaem, mit dem Quadrat der Impulskonstanten » m 
dividieren und die Abkürzungen 

einüuführen. Die Grofse v ist dann, ebenso wie der NeignngscosinnB | 
u, eine reine Zahl. Das Gleiche gilt nach pag. 293 von der Grö&e 
± t»', wobei das positive oder negative Vorzeichen zu wählen sein wird, 
je nachdem P positiv oder negativ ist, der Schwerpunkt also über oder 
unter dem Stützpunkte liegt. Unsere Gleichung (12) verwandelt sich 
80 in eine Gleichung zwischen den drei unhenanuten Zahlengröfsen u, i 
V und »1^, nämlich in: 

(14) (l-»,)(«-«)_±»>'(l -,.•)■ 

Wir deuten u ab Ordinate, v als Ahscisse in einer M,ti-Ebene; die i 
durch (14) dargestellte, in dieser Ebene verlaufende Kurve vierter | 
Ordnung bezeichnen wir als Leitlinie, da sie der später zu konstruieren- 
den Integralkurve gewissermafsen als Führung dienen wird. Die In- 
tegralkurve der Gl. (11) mufs sich, wie wir zeigen werden, um unserA 
Leitlinie in nnraittolbarer Umgebung derselben herunischlängeln. ' 

Die Gestalt der Leitlinie ist in Fig. 78 dargestellt; und zwar be- ' 
zieht sieh die ausgezogene Linie auf den Fall P>0, wo in (14) das 
positive Zeichen gilt, die punktiert« Linie auf den Fall P < 0, in 
welchem m* mit dem negativen Vorzeichen versehen ist. Wie Ql. (14) 
zeigt, entsteht die letztere aus der ersteren, wenn man m, v mit — w, — r 
vertauscht, wenn man also die erstere Linie um den Anfangspunkt der 
M, (J-Ebene durch den Winkel von 180" dreht. Hiernach genügt ea, 
den Fall P>0 allein zu betrachten, also in GL (14) lediglich das 
obere Vorzeichen zu berücksichtigen. 

Zur Begründung unserer Figur 78 sei folgendes bemerkt; Kon- 
struiert man die gleichseitige Hyperbel 1 = Mv und die Gerade « = », 
so teilen diese die Ebene in sechs Gebiete; in dreien derselben hat die 
linke Seite von (14) positives, in den übrigen negatives Vorzeichen. 
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Nnr in den erateren Gebieten, die in der Figur durch Schraffierung 
kenntlich gemacht sind, kann unsere Leitlinie Terlaufen, da sonst Gl. 
(14) nicht erfüllbar wäre. 

Ferner iat es für die Gestalt der Leitlinie wesentlich, dafs wir m' 
als kleine Zahl Toraussetzen dürfen. Denn wir betrachten nur Be- 




wegungen, bei welchen dem Kreisel anfänglich eine schnelle Umdrehung 
oder ein starker Lnpuls erteilt wurde. Unter einem starken Impuls 
verstehen wir aber nach pag. 293 einen solchen, för den N^ erheblich 
grÖfser als die gleichbenannte Grofse A P, für den also A P/N^ ein 
kleiner echter Bruch (beispielsweise < -■ -1 ist. Da nun die Vertikal- 
komponeute n des Impulses von derselben Gröfsenordnung wie der An- 
fangswert des Eigenimpulses ist, so wird auch A P/ti' = m* ein kleiner 
echter Bruch, In der Figur haben wir nur w' = 1/9 gewählt, weil bei 
noch kleinerem w*^ unsere Zeichnung undeutlich würde, während wir 
für die Zwecke der späteren Rechnung an der Annahme »t* < - fest- 
halten werden. 

Man überzeugt sich sodann nach der üblichen Methode der Potenz- 
entwicklung leicht, dal's die Punkte P^ (« = t- = 1) und P^ (m = i' = — 1 ) 
Doppelpunkte unserer Kurve werden und dafs die beiden Kurventan- 
geuteu in diesen Punkten mit der positiven bezw. negativen Abscissen- 
axe einen Winkel a einschliefaen, der sich aus 



tg». 



I (Punkt P,) 



k. 
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i (Punkt P,) 

berechnet. Im Punkte P, ist der genannte Winkel also ein weui^ 1 
grÖfaer, in P, ein wenig kleiner wie 45". 

Ans Gl. (14) folgt ferner leicht, dttfa unsere Leitlinie eine and nur 
eine zur u-Äxe parallele Tangente liiit dem Berilhningspunkte 



l(^» 



'+i 



besitzt. Hieraus ist zn schliefBen, dafs die beiden durch P^ nach oben 
hin verlaufenden KurrenüBte sich in einer Schlinge vereinigen. Die 
beiden durch P^ nach links auslaufenden Äste können sich dagegen 
nicht zusammenschliefsen, da der obere von ihnen sich asymptotisch 
der Abscissenaxe annähert. Das gleiche gilt von dem durch P^ nach, 
unten rechts verlaufenden Aste. 

Durch diese und ähnliche Betrachtungen läfst sich die Gestalt 
unserer Leitlinie mit hinreichender Sicherheit im Falle P > fest- 
stellen. Ihre Gestalt im Falle P < wird dann durch die schon er- 
wähnte Umdrehung aus jener abgeleitet. 

Welchen Nutzen gewährt uns nun die Kenntnis der Leitlinie ftlr 
die Integration der Gleichung (11)? Wir schreiben uns diese Gleichung 
zunächst so um, dafs darin lauter unbenannte Qröfsen vorkommen. Zu 
dem Zwecke dividieren wir sie mit n'/A* und ersetzen 

^-^, durch ~, ^^, ■ 

Der Faktor von ^— ,- wird auf solche Weise, wenn wir die übliche 

Abkürzung P= ± MgE einführen: 

;;,'(M.,^p)'-(''/^|)'-(»Vi)' 

mit der weiteren Abkürzung 

und unsere Gleichung (11) geht über in 



(15) 
bez. in 
(10) 



('«'l'iy-llir- 



(l-itn )(ti-u) ^ 



(•»Vi)',Tj 



(iz 



(1 






+ m' 



■(P>0) 



.(P<0). 



Nun verschwindet die rechte Seite jeder dieser Gleichungen nur in 
den Punkten der zugehörigen Leitlinie und es tritt daher ein Wechsel 
im Sinne der Krllmniui^ unserer Integralknrve nur ein, wenn diese 
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die Leitlinie überschreitet. Wegen der Bedentnng von u = cob & 
brauchen wir nor denjenigen Streifen der u, ü-Ebeue zu betrachten, 
der zwiBchen den Geraden m = ± 1 enthalten ist; dieser wird von der 
Leitlinie in vier Gebiete eingeteilt. Das jedem Gebiete zukommende 
Vorzeichen von rf*«/rft!* ist in den Figuren 79 und 80 eingetragen; 
man stellt es am einfachsten dadurch fest, dafs man von dem Punkte 
M = r = ausgeht, in welchem die rechte Seite von (15) gleich — ffi', 
die von (16) gleich -f- m* wird. Hierdurch ist das fragliche Vor- 
zeichen für jeden Punkt unseres Streifens bestimmt. In den mit -f- 
heeeidmekn tififriete»» ist die gesuchte Intcgraäctirve, aus der Bichiung 
der positiven Ordinatenaxe betrachtet, konkav gekrümmt, in den mit — 
beeeichnelen Gebieten konvex; beim überschreiten der Lotlinie besitzt sie 
jedestnal eiMe» Wend^unkl. 

Um von hieraus die Litegralkurve wirklich konstruieren zu köimen, 
müssen wir uns zimächst bestimmte Anfangsbedingungen geben. Wir 
bezeichnen den anfänglichen Xeigungscosinus der Figuren axe gegen 
die Vertikale mit Ug luid setzen etwa fest, dafs zu Beginn der Impuls- 
vektor genau in die Richtung der Figurenaie falle, dala also der Kreisel 
zu Beginn keinen seitlichen Änstofs erhalte. Dann gibt der Anfangs- 
wert ^g des Eigenimpulaes zugleich die Gesamthinge des Inipulsvektors 
und es ist die Vertikalkomponente des Impulses n = NgU^. Unsere 
Integralkurve beginnt daher in einem Punkte P^, dessen Koordinaten 
«u, «0 der Gleichung 1 = «^fo genügen, welcher also auf der (in Fig. 79 
und HO gestrichelt eingezeichneten) gleichseitigen Hyperbel liegt. Ferner 
ist hierdurch zugleich die Anfangatangente der Litegralkurve bestimmt; 
wenn nämlich der Lnpulsvektor die Richtung der Figurenaxe hat, so 
faUt auch die augenblickliche Rotationsaxe in die Figurenaxe hinein. 
Die Figurenaxe steht also momentan im. Räume still und es ist 
= und daher auch ^^ = sowie , =0. 



dt " 
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Unsere Integralkurve setzt also im Punkte Pg mit einer horizontalen 
Tangente ein. 

Von dem weiteren Verlauf der Integralkurve gilt die allgemeine 
Bemerkung: da/'s sie, auf die Äbscisstmaxe senkrecht j>rojieiert, diese 
üherall einfach überdecken nmfs. Denn, wie oben festgestellt, nimmt 
der Absolutwert von N mit wachsendem t beständig ab, desgleichen 

der (notwendig positive) Wert von v — Da nun zu jedem Werte 

von t nur ein Wert von m gehören kann, so kann auch jedem Werte 
von nur ein Wert von « entsprechen. 

Betrachten wir nun z. B. Fig. 79 {P > 0). Der Anfangspunkt P^ 
liegt in einem Gebiete negativer Krümmung (d. b. einem Gebiete, wo 
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d*u/dv* < 0) ; die Int^^rallcurre ist abio toq oben gesehen konrex 
Da •ip in Pf, eine horizontale Tangente hat, mufs sie nach unten um- 
biegen und hald zum Schnitt mit der Leitlinie kommen. Hierbei gebt 
nie mit einer Wendung in ein Gebiet positiver Erflmmung Ober, ver- 
läuft aUo Ton jetzt ab nach oben hin konkar. Die zwei Möglichkeiten, 




die sich nun bieten, sind in Fig. 79 augedeutet; Die Integralkurve 
mufi die Leitlinio zam »weiten Mal acbueiden; dieser Schnittpunkt 
kann nun entweder, von P„ aus gerechnet, diesseits von P^ ll^en, 
oder jenseits, Die in der Figur ausgezogene, wellenförmige Geatzt 
der Integralkurve entspricht der enteu, die punktierte Gestalt der 
zweiten MiJglichkeit. Wir wollen eelffcn, dafs rmr dk irsir Möglichkeit 
thr Wirklidikfit enls])ric}U. 

Zum Beweise haben wir anlser dem Vorzeichen der Krümmung 
deren GröFse zu beachten. Letztere ist in rechtwinkligen Koordinateii 
u, V bekanntlich durch den Ausdruck 
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gegeben. Wir werden statt dessen al» einen angenäli erteil Ausdruck 
ttir die Krümmoiig den folgenden 



b) 



dt' 



substituieren , dessen jeweiligen Betrag wir direkt aus der Differential- 
gleichung (19) entnehmen können. Dieser Wert ist allerdings etwas 
KU grol's und Btimmt nur diinn mit dem genauen Wert der Krümmui^ 
hinreichend überein, wenn die Neigung der Knrventangente gegen die 
AbaciBsenaxe klein ist, Dafs dieses in unserem Falle zutrifft, können 
wir nicht mit Sicherheit behaupten; nur soviel ist nach einer Be- 
merknug auf der vorigen Seite klar, dal's die Neigung der Kurven- 
taugente niemals unendlich grol's werden kann; denn dann würde die 
Projektion der Integralkurve auf die Abscissenaxe diese nicht mehr 
eindeutig überdecken. 

Auf der Leitlinie selbst hat wie wir wissen die Integralkurve die 
Krümmung Null. Ersetzen wir in der Gleichung (15) die Zahl »(* 
durch eine wenig kleinere oder gröfsere, so entstehen zwei Nachbar- 
kurven der Leitlinie von wesentlich gleichem Verlauf, welche beispiels- 
weise beide durch den Punkt P, hindurchgehen und sich asymptotisch 
der positiven Abscissenaxe anschliefsen. Wir können etwa statt der 
kleinen Zahl m' das eine Mal den Wert Null, das andere Mal den 
Wert 2m' einsetzen. Die erste unserer Nachbarkurvon fällt dann in 
dem uns interessierenden Gebiete mit der Hyperbel uv = 1 zusammen, 
die zweite hat die Gleichung 

(1_„)(„_„)_2«'(1-«')'. 
In den Punkten der ersten bez. zweiten Nachbarkurve besitzt die 
Integralkurve nach Gl. (15) die angenäherte Krümmung 



dv' 



Cn'ff^)' 



(mVl)' 



-- + -. 



Der Wert von m* sollt« etwa -^ sein. Der KeihungskoefSzient fi 
ist em echter Bruch; als Gröfsenordnung kann man etwa — annehmen, 
80 dals i*^ etwa — wird. Auch die Verhältniszahl ^ = ^ ist ein 
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echter Bruch, da der Schwerpunkt einen merklichen Abstand von dem 
rosten Punkte haben muTs, wenn anders wir es überhaupt mit einem 
„schweren Kreiso!" zu thun haben, während die die Figurenaxe nach 
untenhin begrenzende Halbkugel sicherlich einen kleinen Kadius be- 
sitzen wird. Um eine bestimmte Angabe zu machen, wollen wir etwa 
i? gleich -^ (d. h. £ = ca. 32 p) setzen. Unter diesen Voraussetzungen 
wird die angenäherte KrUmmung der Integralkurve auf unseren beiden 
der Leitlinie benachbarten Kurven gleich + 10', der angenäherte 
Krllmmungsradius also nur gleich ein Milliontel der Einheitsstrecke 
unserer Figur. Dabei ist der Abstand unserer beiden Nachbarkurven 
von einander und von der Leitlinie ein äufseret geringer, nämlich 
selbst von der GrÖfsenordnung m^ und er vermindert sich überdies mit 
wachsender Animhemng an den Funkt P^. 

Die Krümmung der Inkgralkurvc also, die auf der Leitlinie selbst 
den Wert NuU hat, wird in näclister Nähe rfcrse/ficn schon sehr grofs. 
Sobald sich die Inte^tilh*rve nur merUich von der Leitlinie entfernt hat, 
mufs sie schleunigst wieder tunfrM^CT» und sich der Leiüinie abermals 
nähern: Die IntegraSturvc ist hienitich ffeztvungen, mit äafserst geringer 
Amplitude und Spannweite um die Leitlinie, herumzuoscillieren, ähnlich 
wie ein Uassenpunkt um eine Ruhelage mit kleiner Amplitude und 
kurzer Schwingimgsdauer herumpendelt, wenn er schon bei geringer 
Entfernung von der Ruhelage durch eine grolse Kraft nach jener 
zurückgetrieben wird. 

Somit ist bewiesen, dafs der in der Figur 79 punktiert gezeichnete 
Verlauf der Integralkurve bei kleinem Werte von m", d. h. bei grofsem 
Anfai^^siinpuls unmöglich ist und dafs der ge schlängelte, ausgezogene 
Verlauf mindestens qualitativ der Wirklichkeit entspricht. Der punktiert 
gezeichnete Weg mi^ vielleicht bei schwachem Anfangs Impulse znr 
Geltung kommen, doch gehen wir auf diesen minder wichtigen Fall 
nicht ein. Die entsprechenden Überlegungen und Konstruktionen lassen 
»ich fast Wort für Wort auf den Fall P < übertragen; wir können 
daher behaupten, dafs auch in Fig. 80 die Integralkurve um die Leit- 
linie herumpendeln mufs und niemals erheblich von ihr abbiegen kann, 

Übrigens läl'st sich die hier befolgte Schlufsweise, die wir als 
graphische Integration bezeichnen können, sofort auf den allgemeinen 
Fall der Differentialgleichung 

1^ =/■(«,.) 

übertragen, wenn die Funktion f(u,v) in der Umgebung der „Leit- 
linie" f(u, [') = ein starkes Gefälle besitzt und der Anfangspunkt 
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der IntegraLkarre der Leitlinie nicht zu fem angenommen wird, Aach 
hier mufa die Integralkurve fortgesetzt um die Leitlinie herumpendeln. 

tTber die Amplitude und Spannweite der Pendelungeu haben wir 
bisher nur gesagt, dafa sie änlseret klein sein müssen; wir fügen noch 
hinzu, daJs sie um so kleiner ausfallen müssen, je kleiner die Zahl m', 
je gröfscr also iler anfänfjliclie Bewegunffsimpuls ist, und äafs sie mit 
zunehmender AnncUierunff an dtM Punkt- P, ahneimien müssen. 

Denken wir uns, um dieses einzusehen, die Niveaulinien des Aus- 
drucks f(u, v) konstruiert, welcher unserer Differentialgleiebui^ zufolge 
die angenäherte Krdmmung der Integralkurve bestimmt, in der Weise, 
wie dies für die speziellen Niveaulinien /"(«, v) = (die Leitlinie) 

und /■(«, w) = + ■ ■ -, (die beiden oben genannteo Nachbarkurven) 
geschehen ist. Diese Niveaulinien liegen um so dichter, je kleiner m^ 
ist, aufserdem verdichten sie sich in der Nähe des Punktes P^, da, sie 
alle durch diesen Punkt hindurch müssen. Die Dichtigkeit der Niveau- 
linien liefert aber direkt einen Mafsstab für die Krümmungszunahme 
der Integralkurve in der Nahe der Leitlinie und für ihre Tendenz, 
nach der Leitlinie zurückzukehren. Noch anschaulicher können wir 
uns den Ausdruck f(a,v) als ein R«lief modelliert denken, indem wir 
uns den absoluten Wert von /"{«, c) als dritte Koordinate senkrecht 
zur «, v-Ebene auftragen, wobei die eben genannten Niveaulinien zu 
Höhenlinien des Reliefs werden. Ea entsteht so eine Rinne, deren 
Sohle in der u, v-Ebene liegt und mit unserer Leitlinie zusammen- 
fällt und deren Böschungen beiderseitig um so steiler ansteigen, je 
kleiner m' ist und je mehr wir uns dem Punkte P, nähern. In 
letzterem stellen sich die Böschungen genau lotrecht. Wiederum 
wächst mit der Steilheit der Böschungen die Schnelligkeit, mit der 
die Integralkurve bei seitlicher Abbiegung der Leitlinie wieder zustrebt. 
Die Integralkurve verläuft ähnlich wie die Bahn eines schweren Punktes, 
der in der {reibungslos gedachten) Rinne entlang läuft, zugleich aber 
vermöge eines seitlichen Anfangsanstofses abwechselnd rechts und links 
an den Rändern etwas aufläuft. Während die bei den aufeinander- 
folgenden Seitenpendelungeu erreichte Höhenlage nach dem Energie- 
gesetz dieselbe ist, wird die in horizontaler Richtung gemessene Ampli- 
tude der Seitenabweichung um so kleiner, je gröfaer die Steilheit der 
Ränder ist; desgleichen wird die Zeitdauer der aufeinanderfolgenden 
Pendclimgen oder, was auf dasselbe herauskommt, die längs der Sohle 
gemessene Spannweite der Seitenpendelungeu geringer bei wachsender 
Steilheit der Ränder; denn die nach der Rinne zurücktreibende Kraft, 
d. h. die in die BöBchong fallende Komponente der Schwere, ist dem 
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Gefalle der BÖBchuag proportional. Die Balm dea HasBenpunktes wird 
also, auf die horizontnle Zeichenebene projiziert, was die Ausgiebigkeit 
der aufeinanderfolgenden IVndelungen betrifft, iii der That die in der 
Fig. 79 utid 80 dargestellte Forai annehmen, welche somit auch unserer 
Integralkurve sukoiiimen wird. 

Die Hchlufsfoigeruugen, die sich von hieraus für den Ablauf der 
Kreiselbewegung ergeben, liegen auf der Hand. Mit wachsender Zeit 
nimmt der Sigeuimpuls N seiocv Grölse nitch alt. Fiel er anfangs in 
die Richtung der Figurenaxe, so ist aufang« {A'|>|n[ und mit 
wachsender Zeit nähert sich N dem Werte h, d. li. r dem Werte 1, 
Unsere Integralkurve zeigt dann, dal's sich gleichzeitig w dem Werte 1 
oder ■& dem Werte nähurt. Dil' Figvn^ur.n richtet sidi aho durch 
den Einflu/'s ihr ffU-itetiden TteÄbung allmählich auf. 

Hand in Hand mit der Aufrichtung der Figurenaxe geht natürlich 
ihre Präcesslon um die Vertikale von statten, deren jeweilige Gö- 
Bcbwindigkeib sich nach Gl. (3) aus dem augenblicklichen Werte von 
# und N bez. von u und v berechnet. Die Aufrichtung der Figuren- 
axe wird unterbrochen und ihre Piiicession wird begleitet von kleinen 
Nidationen der Figurenaxe, die durch die Seitenpendelungen unserer 
integral kiu-ve dai^eat^llt werden. Diese Nutatiotu^i .■iterlien aber in dein 
Maße ah, wie mJi lite Fiffttrenaxe mtfrichtel and sind äbritfens von 
Haase aus am so kleiner, je gröfser der Anf'angifimpuls war, voraus- 
gesetzt natürlich, dafs dieser genau oder ungefähr die Richtung der 
Figurenaxe hatte. 

Ist die aufrechte Lage erreicht, so fällt der bisherige Grund f(lr 
die Abnahme des Impulses, die gleitende Reibung, fort. In der That 
ergiebt sich mit h = 1 aus Gl, (ti) dN/dt =■ 0; es bleibt also von nun 
ab JV = » oder t> -- 1 : Vmere Inti^ralkfa^c endigt im Funkl*.- P, vmd 
der Kreisel verharrt in der aafrechlcn Bewegung. Die endgültige Ver- 
nichtung des Bewegungsimpulse» fällt nicht der gleitenden sondern 
der bohrenden Reibung zu, wie bereits im vorigen Paragraph aus- 
einandergesetzt wurde. 

ij h. Angenäherte formelmftraige Darstellung dea B e wo gunga verlauf es. 
Da wir auf Grund der voraaR^hendcu Diskussion die Bewegung der 
Figurenaxe graphisch beherrschen, wird es nun leicht sein, eine näherungs- 
weise fornielraärsige Darstellung der Bewegung zu geben. Wir fSgen 
diese nachträglich hinzu, teils um einige numerische Rechnungen an- 
stellen zu können, teils um den in der Einleitung (pag. 5) ausgesprochenen 
Grundsatz zu verwirklichen, nach welchem „unsere Kenntnis der Mechanik 
nicht auf die Formel basiert sein solle, sondern umgekehrt die ana- 
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lytische Formuliening als letzte Konsequenz aus einem gründlichen 
Veiständnie der mechaoiischen Verhältnisse von selbst zum Vorschein 
komme". 

Der Gedanke bei der folgenden Näherm^gBrechnung besteht darin, 
dals wir, was die Andeningen von i> angeht, für die oscillierende 
Integralkurve der Figuren 7!) und SO unsere Leitlinie selbst substi- 
tuieren. Was wir dabei vernachlässigen, sind die Nutationen der Figuren- 
axe, welche die Bewegung nur vorübergehend und in geringem Grade 
beeinflussen, was wir aber beibehalten und in unseren Formeln zum 
einfachen Ausdruck bringen, ist das Aufrichten der Figurenaxe, die 
Abnahme des Imjiulsvektors und der mittlere Betrag der Präcession, 
d. h. alle wesentlichen Momente der Bewegung. 

Wir sehen also die Gl. (14) des vorigen Paragraphen als die 
während der Bewegung angeimhert gültige Beziehung zwisi;hen dem 
Neigungacosiuos M = cosft und der ImpulsgrÖlse v — -- an. Um die- 
selbe nach V aufzulösen, schreiben wir sie iblgendermafeen: 



M + - 



D^-1 



+ ^(1-m7- 



Die beiden Wurzeln v^, v, dieser quadratischen Gleichung werden: 

Wegen der auch jetzt Torauszusetzenden Kleinheit der Zahl +»»'= - , 
ziehen wir die Quadratwurzel nach dem binomischen Satze angenähert 
aus. Es ergiebt sich: 

•■ - I (» + i) - i (« - -j) (1 =f 2«m') - -1- T «.'(1 - »■), 

».-!-(" + i) + T ("- i) (' "f ^"'"') -» ± •"'('- »"l- 
D» u<l ist, wird u, >1, u, <1. Die Bedeutung der beiden Wnnieln 
folgt aus Fig. 78. Schneiden wir nämlich die ausgezogene oder die 
punktierte Leitlinie jener Figur mit einer zur Abscissenaxe parallelen 
Geraden w = const., wobei 0<m<1 sein möge, so erhalten wir zwei 
Schnittpunkte, von denen der eine rechts von P,, der andere links 
davon zwischen P^ und Pj liegt. Dem ersteren entspricht ein Ahscissen- 
wert i'[ > 1, dem letzteren ein solcher tij < 1. Wir interessieren uns 
nur für denjenigen Teil der Leitlinie, welcher von unserer Integral- 
kurve umschlängelt wird, haben also nur den Wurzelwert v^ zu be- 
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rücksichtigeo. Gehen wir noch za der ursprünglicheo Bedeatung der 
Zeichen v, u und m^ zurück, ho kdnnen wir die für v, gefundene 
Formel so achreibes: 

(1) N^^- -"^8in*#. 

Wir erkennen hieraus, in welcher gegenscitigiti Abhäwjifjknit & gegen 
und N giyon n hmvcrgiert. 

Wir berechnen zweitens die Präcessionsgeschwindigkeit i>, die zu 
den wechselnden Neigungen der Figurenaxe gehört. Aus (1) folgt 

^ ^j^,^ = - C08 ft. 

Dies ist nach Gl. (3) des vorigen Piiragraphen zugleich die gesuchte 
PrÜcessionsgeschwindigkeit. Man bat also 

(2) «(' = — cos * 

und schlielst, dafs sich ilie absolulc Gröfse lier Präcessiottsgeschanndigkeit 
heim Aufrichten der Figarenaxe etwas hesehleanigt 

Wir fmgen sodaun nach dem zeitlichen Verlauf der Bewegung, 
der ja aus unserer qualitativen Darstellung eliminiert war. Hierbei 
haben wir auf die Gl. (8) des vorigen Paragraphen 



I_ CdN 

^gv-vj Bin» 



zurückzugeben. (Das obere Vorzeichen galt bei positivem Änfangs- 
werte von iV, also bei positivem k, das untere bei negativem.) Wir 
berechnen dN durch # und d& aus Gl. (1): 

dN ^ i—.^ - ^^ cos») sinftrfft 

und erhalten dann 

^ Mgim \J coB'fr n' J \ 

Das doppelte Vorzeichen dürfen wir durch das einfache negative er- 
setzen, wenn wir dafür n mit dem Zeichen des absoluten Betrages 
versehen. Führen wir die Integrationen aus imd bestimmen die Inte- 
gratioiukonstante daraus, dafs S'^'S'g für ^ = sein soll, so ergiebt 
sieh das folgende Gesetz für den zeitHrhen Verlauf tler Bewegung: 

<'' '-afii(('8».-'8*)-"''(™».— "*)|- 

Das zweite Glied der { } ist wegen des kleinen Faktors APjn* offenbar 
klein gegenüber dem ersten Gliede. Dieses erste Glied zeigt uns, dafs 
das Aufrichten der Figuronaxo ziemlich langsam von statten geht; 



% G. Angenäherte fotmelmärsige Dontellung dea BewegungiTerlanfes. 571 

denn im Zähler steht die grofse Impulskomponente », im Nenner der 
kleine Reibungakoefflzieut (i und der kleine Radins q der Auflage- 
fiäche. Die Zeitdauer des Aufrichtern wird um so gröfser, je gröfser der 
Änfangsitnpals mar und je kleiner der Reibungslcoef'fieient jt soune der 
Kriimmungsradius der Äuflagefläche isl. 

Der zahlenmäXBige Wert der zum Aufrichten erforderlichen Zeit 
eigiebt sich aus (3), wenn wir ■& = setzen, zn 

JHe aufrechte Lage wird also in endlicher Zeit errekht; die Zeit ist bei 
sonst gleichen Umständen im wescntliclien der Tangente der Anfcmgs- 
neigung proportional. 

Es erübrigt nur noch, die Bahnkurve, die ein Punkt der Figuren- 
Kxe beschreibt, analytisch und zeichnerisch darzustellen. Wir gehen 
dabei einerseits von der Gl. (2) 



andrerseits von der ans (3) folgenden Beziehung ans: 



(6) 



' Mgßp 



Durch Division folgt 

dl/- _ 



L 



und durch Integration 

Da die Gestalt der Bahnkurve in keiner Weise von dem dem Winkel ^ 
TorzuBchreibenden Änfangswerte if-^ abhängt, haben wir von der Hia- 
zufugimg einer Integrationskonstanten abgesehen. 

Hier wollen wir eine unwesentliche Vemachläasigung gestatten, 
dnrch die sich das folgende vereinfacht. Wir wollen nämlich das 
zweite Glied der j | in (fi) gegen das erste wegen des Faktors AP/n* 
streichen. Femer wollen wir, um bestimmte Vorzeichen zu haben, 
ToriibergeheDd annehmen, dal's der Scbwei-punkt übrr dem Stützpunkte 
liegt und dafs der anfUngliclie Impidsvektor die ungefähre Richtung 
der positiven Figorenaxe habe. Dann ist F = + MgE zu setzen und 
in (6) das obere Vorzeichen zu wählen. Führen wir noch die schon 
früher benutzte Verhältniszahl f. = gjE ein, so schreibt sich Gl. (6) 
folgendermafsen : 



Vn, Einfliifii von Eeibung, Luftwiderstacd , Elastizität etc. 



r 



oder auch 

'^\t ll 1 + lg»/! 
oder endlich 

Dies Ist die gesuchte Gleiclrnttg der Bahnkurve bei positivem P and | 
positivem Anlangsimpnlse. Sie gut ebenso offenbar bei anderer Wahl I 
der Vorzeichen von P und n, wenn man nur nötigenfalls don Sinn, i 
in dem ip gerechnet wird, umkehrt. 

Um aie verzeictmeii zu können, mdasen wir sie irgendwie auf dia 
Zeichenebene projizieren und zwar empfiehlt sich wie früher die 
stereoifraphisdie Projektion. Wir schlagen also um den festen Punkt 
die Einheitskugol, auf welcher unsere Bahnkurve verläuft, wenn der i 
sie erzeugende Punkt der Figurenase den Abstand 1 von hatte, I 
und projizieren vom Südpol der Einheitskugel auf die Äquatorebene. , 
Der Nordpol geht dabei in den Punkt O über, während das Bild i 
irgend eines anderen Pimktes der Einlieitskiigel von den Abstand 
r = tg &/2 und das Azimuth ^ hat. r nnd il> sind iüso gewöhnliche j 
Polart oord in aten des stereographischen Bildpunktea, bezogen auf den i 
Punkt als Anfangspunkt. In diesen Koordinaten geschrieben wird 1 
das Bild der Bahnkurve nach GL (7): 

(8) 

Ihre Gestalt ist die einer Spirale, u. zw, läuft sie in den Punkt ala | 
äne gewöhnliche Archimedische Spirale aus, während sie nach der anderen 
Seite hin sieh dem Einlieitskreise asymptotisch nähert. 

Um dieses einzusehen, beachte mau, dafs vermöge der Wahl der 
Integrationskonstauton in Gl. (6) der aufrechten Endlage {& = oder | 
r = 0) das Azimuth i^ = und dafs allen früheren Lagen der Figuren- 
ase negative Werte von ^ entsprechen. Um also das Verhalten der ] 
Bahnkurve in der Nahe des Punktes zu untersuchen, haben wir V ' 
klein vorauszusetzen und die Exponentialfunktion nach Potenzen von 
kßi) zü entwickeln. Es ei^iebt sich so 



i+e 



k 



{«') 



•-■ICT 



d. h. die Gleichung einer Archimedischen Spirale. 

Um andrerseits die Bahnkurve für weit zurückliegende Zeiten fest- 
zustellen, hiiben wir i(i einen grofsen negativen Wert beizulegen. 
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^'"f aXs klein anzusehen, r nähert sich dabei der oberen Grenze 1, 
die Bahnkurve strebt also as^ymptotisch dem Emheita kreise zu. 

In der Nähe Yon ist die Abnahme des Fahratrahls r bei eiiiem vollen 
Umlauf um gegeben durch )^(tx; dieselbe ist klein, weil }. und (l kleine 
Zahlen sind, verschwindet aber nicht bei Annäherung an 0. Dagegen wird 
offenbar, wenn wir die Kurve röckwärts bis in die Nähe des Einheitskreises 
verfolgen, die Zunaiime des Fahrstrahls bei einmaligem Uralauf um 
mit zunehmender Näherung an den Einheitakreia verschwindend klein. 

Man kann die fie.'stalt der Bahnkurve sehr schön experimentell 
feststellen, wenn man die Kreiselspitze ihren Weg auf einer dagegen 
gehaltenen berufeteii Fläche aufzeichnen läl'st, oder, was noch empfehlens- 
werter ist, wenn man senkrecht zur Kreiselase einen kleinen Spiegel 
befestigt, denselben mit einem Projektionsapparat beleuchtet und den 
zurackgeworfenen Lichtfleck auf einem Schirm beobachtet. Die so er- 
haltenen Kurven haben durchaus den Charakter der hier geschilderten 
Spiralen, nur dafs der gleichmäfaige Verlauf der Spirale von aufgesetzten 
Schlängelungen (den Nntationen) unterbrochen wird, die wir bei unserer 
Darstellung vernachlässigt haben. 

Figur fil ist unter der Annahme i.(t = 1/10 entworfen. Sie ent- 
spricht der Wirklichkeit insofern nicht gut, als der wirkliche Wert kfi 

meist erheblich kleiner sein dürfte. An , ^, 

einer früheren Stelle (pag. 565) achätzteu 
wir fi'=10-', A*=10-^ also >l^ = l/HX), 
was derWirklichkoit näher kommen dürfte. 
Jedoch würde bei Zugrundelegung dieser 
Zahl die Zeichnung schon etwaa un- 
deutlich werden. 

Für die folgenden Zahlenrechnungen 
wollen wir dagegen den letztgenannten 
Wert benutzen. Wir fragen uns zunächst, 
wie viele Windungen die Bahnkurve aus- 
fahrt, bis sie von einer gegebenen Anfangs- 
lage aus im Nullpunkte endigt. Die Anfangslage sei etwa d'a = 60*. Den zu- 
gehörigen Wert des Azimuthes i^^, welcher negativ ausfallen mul's, entneh- 
men wir aus Gl. (8 ) oder, noch etwaa genauer, aus Gl. (6), indem wir das im 
vorstehenden vemaehläasigte Glied dieser Gleichung mitrechnen; er wird: 

*'.--,~i'°8«'«(:-'-)-i;(*.+"°:-'')i- 

Mit Ifi = 10-*, «■„ = 60« = 1,05 und dem schon früher t 
Wort ^=-1/100 ergiebt sich 
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Di<?B ist der Anfatufsuiert des Winkels ^. Da der Endwert, bei auf- 
rechter Stellung der Figurenaxe, Jit — ist, so giebt uds ^^ zugleich 
deu Gesauitwiiikel, um den sich der von aus gezogene Fahrstrabi 
bei der Bewegung gedreht hat. Die Zahl der Windungen der Spirale , 
wird daher 

Die Figwrenaxe umJcreiat also die Vertikale eine crhcblidic Ämakl von I 
Malen, bevor sie mit ihr eusarnntenfällt. Die Ganghöhe der Bahnkurve I 
wird dementsprechend in stereographtscher Projektion recht gering and 1 
erheblich geringer wie im Falle der Fig. 81, wo die entsprechende I 
Zahl Yon Umgängen nur 2,1 beträgt. 

Wir können auch die Nutationen, obwohl sie aus unserer Be- 1 
trachtung herausgefallen sind, nachträglich ihrer ungefähren Häufigkeit 1 
nach bestimmen. Es läfst sich zeigen, dafs die Periode t der Ifnt»- 1 
tiouen nähe rungs weise denselben Wert wie bei der reibungslos voraoB-J 
gesetzten pseudoreguläreu Präcession hat nämlich (s. GL (15) von, 1 
pag. 305) den Wert 
(9) 

Zum Beweise gehen wir auf die Differentinlgleichiing (7) von I 
pag. 558 zurück, setzen darin # = #, + #, und verstehen unter ■ 
den vorstehend studierten präeeasionsähnlichen Teil der Bewegung, I 
unter #, die hinzukommende Nutation. d, ist dann eine langsam i 
änderliclie, ffg eine scftneli veränderliclic aber kleine Gröfse. Dement- J 
sprechend wird man #j" gegen #," Temachlässigen und bei der Ent- \ 
Wickelung von Gl. (7) nach -frj nur die erste Potenz von fl'j beibehalten. [ 
Es entsteht mit Rücksicht auf die Definition von #, aus der Gleichung I 
der Leitlinie: 



'--^ - 0. 



Die hier angedeutete Differentiation liefert einfach (vgl. § 9, Gl, (13)) wo ] 
eine analoge Rechnung auszuführen sein wird) N*/A. Die Bestimmungs- 
gleichung für #, lautet mithin: ■&," + #, -j,- =0 und liefert integriert 
die obige Periode. 

Bedeutet andererseits T die Zeitdauer des einzelnen Präcessionsnni- | 
ganges und sieht man von der durch das Aufrichten der Figurenaxe ' 
bedingten geringen Beschleunigung der Präces^ionsgescb windigkeit ab, 
so kann man setzen: 

und nac)] Ol. (2): 



6. ÄDgenübert« lormelmärBige DarBtellung dea Bewegnngaverlaulen. 575 

(10) !^ _ ^ eo» ». 

Aus (9) and (10) ergiebt sich mit Rückaieht anf (1): 

Unter 9 ist hierbei eia Mittelwert dee Neigungswinkels &■ während des 
fr^lichen PräcesBionHumganges verstanden. Das Verhältnis T/t be- 
deutet die Amahl der Nuiationen, die auf eine Präcession entf'alU^. 
Diese Anzahl ist, wie wir sehen, der GrÖfsen Ordnung nach gleich n'/AJ', 
also anter den obigen Zahlenannahmen gleich 100. IHe unserer Spirale 
sidt überlagernden Sdüangelungen sind also äufserst zahlreich und diciit. 
Schliefslich fragen wir noch nach dem Zahlenwerte der Zeitdauer 
T, in der sich die Figurenaxe aufrichtet. Diese drücken wir etwa in 
Einheiten der Umdrehuugszeit i^ des Kreisels nach erfolgtem Aufrichten 
aus. Alsdann ist der Gesamtimpuls genaa gleich n und die Länge des 
Rotations Vektors gleich \n\IG geworden. Die Zeitdauer Tq ergiebt sich 
daher ans 

2« |H| 



Multiplizieren wir diese Oleichmig mit 61. (4), so entsteht: 

Mit «V^P =100, A(i = 1/100, do = 60» e^ebt sich 

^ = ^ 2730. 

Macht der Kreisel nach der An&echtstellung noch fünf Umdrehungen 
pro See, 80 ist r^ = 1/5 aec. und, wenn man insbesondere A = C 
nimmt, T = 546 sec. = ca. 10 Minuten. 

Bei unseren letzten Berechnungen sowie bei der Beschreibung der 
Bahnkurve ist indessen zu bedenken, dafs unsere Betrachtungen nur 
bis in die Nähe der aufrechten Lage, nicht bis zu dieser selbst zutreffend 
zu sein beanspruchen. Denn wir haben (Ungenauigkeit II) die bohrende 
Reibung gegenüber der gleitenden vernachlässigt, was nur bei nicht zn 
kleinem Winkel Q zulässig ist (vgl. p^. 551). Von unserer Bahnkurve 
müssen wir daher das letzte, in den Punkt auslaufende Stück als 
unverbürgt ansehen. 

Wir wollen endUch noch, indem wir in unseren Formeln (t = 
setzen, die hier betrachtete Bewegung in das System der reibungslosen 
Bewegungen einordnen. Wir gehen dabei aus von öl. (5), welche mit 
(» = Liefert 

#' = oder ■& = coust. 
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Dies ist zugleich bei verschwindender Iteibunj; die Gieichtmg der Bahn- 
korve. Aus den GL (1) und (2) fo^ dann, dafs auch N und iji' kon- 
Btaut werden. Bei verschwindender B/^ung geht also die hier hetrachtet^ i 
Bewegung in die reguläre Präcession über. Deshalb können wir sie als | 
„eine Präceasions- ähnliche" oder eine „durch Heibnng gedämpfte Pm- 
cession" bezeichnen. Nehmen wir andrerBeits die Nutationen mit tn i 
Rechnung, die in unseren Formeln nicht zum Ausdruck kamen, diej 
sich aber, wie wir im vorigen Paragraphen sahen, unserer Bewegung;! 
überlagern, so tritt unsere jetzige Betrachtung in direkte Beziehung znl 
den früheren Untersuchungen über die pseudoreguläre Präcession tindJ 
zeigt uns, wie diese wichtigste reibungslose Bewegung durch die Reibung« 
modifiziert wird. 



§ 6. Über einen beim Ansatz der Eeibungaprobleme naheliegenden ] 

Fehler, N'aohträgliche BeohtfeTtigung der obigen Behandlung und | 

Hinweis auf dae Experiment. 

Der gegenwärtige Paragraph hat xunächst den Zweck, unserel 
früheren Angaben über die Bestimmung der Reibungsarheit und desi 
Reibungsmomentes (vgl. § 3 pag. 550) zu rechtfertigen bezw. zu I 
beschränken. Dabei werden gewisse charakteristische Unterachieda I 
zwischen den Reibui:^;skräften oder allgemeiner gesprochen solchen J 
Kräften, die ihrer Gröfse oder Richtung nach von der Geschwindigkeit« 
des Systems abhängen, und denjenigen Kräften zur Sprache kommeo^l 
die sich nach Gröfse und Richtung allein durch die jeweilige Lage desl 
Systems bestimmen und die man bei den Entwickelungeu der theor&-T 
tischen Mechanik in erster Linie im Auge zu haben pflegt. 

Wir haben pag. 550 die Arbeit einer unendlich kleinen Drehungil 
um eine horizontale und eine vertikale Axn gesondert berechnet und | 
haben die erste als die Arbeit der gleitenden, die letztere als die derfl 
bohrenden Reibung augesprochen. In Formeln war 
ji/St, ^ - [iBeQ sin a dt 

\(l% = - fi'RQ cos adt (tliaQ cos a dt, 

wo a eine Länge von der Gröfsen Ordnung des Radius des Berührung»^ I 
kreises bedeutete. Die gesamte Reibungsarbeit also, welche bei der 
unendlich kleinen Drehung Qdt um eine zur Vertikalen um den Winkel 
tt geneigte Axe zu leisten ist, wäre hiernach 
(2) d% = - [iRQ (p sin a + ff cos a) dt. 

Ist nun dieses Verfahren ohne weiteres zulässig? 

Wir wollen zunächst den einfachen Fall eines einzelnen Massen- 
punktes betrachten, der sich in einer Ebene einmal unter dem Einflufs 



(1) 



§ ö. Ergänzendes über gleitende nnd bohrende ßeibong. 



577 



einer schon durch die Lag« des Punktea bestimmten Kraft P, das 
andere Mal unter dem Einflufs einer Reihuugakraft bewegt. Die Reihunga- 
kraft TP" ist zwar, wenn wir daa Coulomhache Reibungsgesetz zu Grunde 
legen, der GrÖfse nach von der Geschwindigkeit unabhängig, immlich 
gleich (ifi, wo B die Reaktion unserer Ebene auf den Punkt be- 
deutet, aber der Richtung nach von ihr abhängig, nämlich der Richtung 
der augenblicklichen Geschwindigkeit entgegen gesetzt. Auf dem Weg- 
stückchen (Is beträgt nun die Arbeit das eine Mal 

(3) r?SI = P cos (P, ds) ds, 
daa andere Mal 

(4) rfSt = - Wds nJids. 

Andererseits berechnen wir diese beiden Ärbeitsgr Olsen, indem wir 
den Weg ds in zwei rechtwinklige Komponenten dx und dy auflösen. 
Auf dem Wege dx leistet P die Arbeit P^dx, wenn P^ die Kompo- 
nente von P nach der 3:-Ase bedeutet. Entsprechend berechnet sieh 
die Arbeit auf dem Wege dy\ als Gesamtarbeit ergiebt sich daher: 
(S") d% = P^dx^P^dy, 

was bekanntlich mit (3) stimmt. 

Wollen wir im zweiten Falle ebenso verfahren, so wilrdeu wir 
sagen; Führen wir zunächst die Bewegung rf.r ans, so wird die Arbeit 
von W auf diesem Wege gleich — Wdx = — (iJtdx; denn bei der Be- 
wegung dx wirkt die Reibung dem Sinne der Bewegung entgegen, also 
in der Richtung der negativen 3:-Axe und ist der Grofse nach durch 
Reibungskoeffizienten und Gegendruck R gegeben. Ebenso wird die 
Arbeit auf dem Wege dy gleich —Wdy. Im Ganzen erhielte man so: 

(4*) d« = - W{dx +dy) fiR (dx -j- dy), 

was ersichtliefa mit (4) nicht stimmt. 

Die Berechnung der Reibungsarbeit aus den Arbeiten der Teilbe- 
wegungeu ist also, in dieser Weise ausgeführt, unstatthaft. Man er- 
kennt aber leicht, wie man diese Berechnung zu korrigieren hat, wenn 
man an der Zerlegung der Bewegung in die Komponenten dx und dy 
festhalten will: Man mufs die bei der thatsächlichen Bewegung 
tretende Reibung W in zwei Komponenten W^= W ^ und W = W 
zerlegen and die Arbeit dieser Komponenten bei den Teilbewegungen 
dx und rfj/ bestimmen. Alsdann ergiebt sich richtig und in Überein- 
stimmong mit (4): 

d'& = -(W,dx+ W^dy)^-iiR^^^- 

Ahnlich hat man allemal bei Reibungswirkungen und allgemeiner 
bei Kmften, die in irgend einer Weise von der Geschwindigkeit ab- 

Klaln-SomDieTtsld, KreiHlbewggnng. 37 
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hKiigi«!!. «u unterschoiden ; seivischea der Arbeit, wä^ bei den Teilbe' I 
MHywyfw. IN die (NOM die thataüchliche Bewegung eerlegen mag, zu leisten 
ftürr, ¥v*tH rine gftlchc TnUieicetriing für sich helrachtet wird und ge- 
XMrfrrf nwkawien värr; und eidsrhen derjenigen Arbeit, weU-he die bei 
(br timtfäcMiehm Bewegung auftretenden Kräfte bei den gedachten Teil- . 
hMMffMHgeH leisten*). Fflr den Ansatz der Bewegungsgleichimgen hat mao 
di« «whiIp Boiwclmiuigsweis« der Arbeit zu Grunde zu legen, während 
dio orHtK«itu»ut« hiorboi irreführend sein würde. 

Im $ ;i wunli* aber diese Unterscheidung bei der Aufsteilung der 
viinlt>hi>nd unter i,l) wiedergegebeuen Äuadrileke uicht hervorgehoben. 
Viiiliiiobr wunl« die bei der Rotatiun Q sin a dl um eine horizontale 
An» KU loiatoudo Arbeit t/^, und die bei der Rotation Q cos k dt am 
dliiti vtirtikalii Axe zu leisteude Arbeit (?S(j gesondert berechnet, ab 
iili ilin eiiiii odi^r di«> andere Rotation allein vorbandeo wäre; und es 
niirdf NtillMt^liwnigi^'iid angenommen, dafs sich die Arbeit d^, die bei 
ilitr Itotitliiui '^ät um cm« beliebig geneigte Ase zu leisteu ist, additiv 
ttiia JdUoii ArhoilRgrÖlHen (/$!, und ^91, zusammensetzt. Dies ist nach 
duii nbiftfii KrCKliniiigcti nicht zutreffend; wir müssen daher die Be- 
iinOiltiliiu iltT Arlunt i/Ä niichträglieh kontrollieren. 

llinrl»'! ddrffu wir, um die bohrende Reibung auf gleitende Rei- 
bWHK «ui-Hi>kftllir«'U mt können, den Berührungskreis zwischen der die 
l-'llttiiviiMto litign^iiRnudnii Kugel und der den Kreisel tragenden Pfanne 
ittiOit In (iiitint IVinkl zu»auiiniuiweLien. Allerdings tritt dann die pag.548 
ht*l'yoi"B«hidnnt«' Soliwierigkcit auf, dafs die Verteilung des Gegendruckes 
K ntlT tll<i tViiiktt< dd« l)t>rtlhniiigBkTeises statisch unbestimmt wird. Da 
ftit «uf idniitlaohr Vtii'liUltniMxe nicht eingehen kümieu, müssen wir eine 
llfllIhKUUHliiiio lunohdu. nie nüchstliegende Annahme ist, dafs sich der 
Uottniidniek K Kloiohinllfliig auf dea Umfang des BerUhrungskreises rer- 
h'llt lliiturKi'hnidon wir also die Punkte des Kreises durch einen am 
dtxi MIMi>l|niiikt dl'« Itf^HIhningskreises herum gezählten Winkel ß, so 
wir«! iiuf iJM Kruin Klonmnt dfi der Bnichteil ^-^ R des ganzen Gegen- 
ilruoknii 11 kmnnit'n, Sii'herlich ist diese Verteilung bei merklicher 
Ni'lbintiu der l''iguit<nHiie iiitdit ganz zutreffend; sie möge aber der Ein- 
i^cliliini wcgwi migoWsen werden, 

Diu fidgondo Zeichnung bezieht sich auf die £bene des Berühranga- 
kitiiRtm (Fig. HS). Unr Radius de« BerOhrungskreises heifse a; (f 

•) Kiiii' liitoriHHAntn, toulininoh wichtige Folgerung hieraus zieht H, Lort 
In uniiium i.iilirlnicli liur tochniiichen Phjiik, München I80S, 8, 185: Der in 
WMgiiiiK huflutlliobu Stouuriohieber einer Dnmpfmaachine \&Xtt eich trotz dea grofsen 
fttif ihm l4Mtitndiui Duiipfdruckes Renkrecht gegen seine Bewegungsricbtung fut 
mibuuKiiloii vcrachicbun. 
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der Radius der begrenzenden Kugel. Die beiden Teilbewegungen sind 
je dureb einen Pfeil angedeutet: die Drehung Q cos « tli um die Ver- 
tikale durch 0, welche sich in der Figur in den Mittelpunkt des Be- 
rührungskreiaeB projiziert und die Drebung Q sin c df um eine hori- 
zontale Ase durch 0, welche um den Kugelradius g oberhalb der 
Zeichenebene liegend zu denken ist und die sich in den Durcbmosser 
DD projizieren mögen. Von diesem Durchmesser aus möge auch das 
Azimuth ß gemessen werden. 

Um die K«ibung8wirkung in einem beliebigen Punkte P feststellen 
zu können, mufa man die Bewegung dieses Punktes kennen. Sie setzt 
sich aus zwei Teilbewegungen 
du und dv zusammen; du ent- 
spricht der Vertikal konipo- 
nente des Rotationsvekiors 
und ist tangential zum Be- 
rührungskreise gerichtet; de 
entspricht der Horizontal- 
komponente desselben und 
liegt eigentlich nicht genau 
in der Zeichenebene. Viel- 
mehr ergiebt sieb die ge- 
nauere Richtung von dv als 
da« gemeinsame Lot auf 
der Horizontalkomponente des 
Rotationsvektors und dem 
kQr/.esten Abstände des frag- 
lichen Punktes P von der Axe jener Komponente. Sofern aber die 
Pfanne flach und daher der Radius a klein gegen den Radius p ist, 
ist die Neigung von dv gegen die Zeichenebene nur gering. Deshalb 
möge es gestattet sein, dv in die Zeicbenebene fallend anzusehen. Im 
gleichen Sinne wird es erlaubt sein, den Abstand des Punktes P von 
der Axe der horizontalen Rotationskomponciite , welcher eigentlich 
t = Vp" — a* cos' ^ ist, einfach gleich p zu setzen. Hiernach ergiebt 
sieb als Gröfse der Teilbewegungen 

rfu = Q cos « adt, dv = Q sin a bdt = Q sin a gdt. 
Die Gesamtbewegnng von P folgt hieraus zu 

ds = ydä* -I- dv* + 2rf« dvfMiß. 

In jedem Elemente dß des Berahrungskreises tritt nun eine Reibungs- 
kraft W auf, deren Richtung der Richtung von ds entgegengesetzt ist 
und deren Gröfse zufolge unserer Annahme über die Verteilung des 
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■ Figur i 



W für eine AozaUJ 



Gegend rnckes 

äquiiÜKtaiiter Pankte der KreiBpertpherie koturtruiert. Die Arbeit d 

Iteibongfl kraft wird gleich 

die Oesamtarbeit auf dem ganzen Berflbruagskreise daher gleich 

Tragen wir den angegebenen Wert für ds ein, bo können wir achreiben; 1 

dÄ ™ — '^-s I dß Ya' coa* a + ff' sin* a+2aff cos a ain cc cos ß. 

Dies ist ein elliptisches Integral. Statt ß führen wir als Integration»- . 
variable y =-= ß/2 ein; unser Integral nimmt dann die Form eines Le- 
gendrascben Integrals zweiter Gattung an; es wird nämlich: 
+ n/t 

(5) da fiRQ (acoBK + psin«) (/( ^- fdyyi - k'ain'y, 

-t/i 
wobei zur Abkürzung gesetzt ist: 

_„=._ ■* rtg« 



-(«. 



HU + (,,i 



.-l-ig.y 



Der somit festgestellte Wert (5) der Reibungsarbeit unterscheidet sich 
aber von dem oben angegebenen Werte (2) nur durch den Faktor 



m 



iJärVr- 



k* sin* 1 



;--Ew, 
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wo die Bezeichnung E im Sinne von Legendre gebraucht ist. Die 
Kontrolle des Ausdrucks (2) wird also darin zu bestehen haben, da& j 
wir uns fn^^en, inwieweit der letztgenannte Faktor von der Einheit i 
abweicht. 

Zu dem Ende verzeichnen wir in Fig. 83 einerseits die Gröfse von 
h, andererseits die von — E (k) für wechselnde Werte der Abscisse i 

Was zunächst die Linie für k betrifft, so zeigt man leicht, dab 
dieselbe für den Abstissenwert x^^ l ein Maximum besitzt: der zu- 
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gehörige Wert von k ist gleich 1. Für ^ = y °^^^ * = 2 ergiebt sich 
it» = A, it = 0,94, tüi z-^^ oder a; = 4 wird i» = j-^, fc = 0,80, für 
x = ~ oder ^ = 8 folgt k = 0,63 n. a. f.; für 3; = und i — 00 wird 
^eicherweise i =° 0. Wir haben also bei x = einen steilen Anstieg, 




dann ein flaches Maximum und von hier aas einen asymptotischen 
Abfall zu Null. 

Zur Verzeichnung der Linie für — E(h) genügen etwa die den 
meisten Logarithmentafeln beigegebenen Tabellen der Ellipsenquadranten. 
Dieselben zeigen beiBpielaweiae, dafs för die soeben genannten Werte 
von A = 0,94, i - 0,80, it = 0,63 bezw. — £(fc) gleich wird 0,71, 0,81, 
0,89. Für den masimalen Wert /; = 1 hat — E{k) seinen Kleinstwert 
- = 0,64, für ft = seinen GrÖfstwert 1. 

Nun entspricht der Abaeissenwert j; = 1 derjenigen Neigung u von 
Rotationsase und Vertikaler, flir welche tate = ~ wird, wo also die 
Botationsaxe gerade durch die Peripherie des Beröhrungskreiaes hin- 
durchgeht, Dementapreehend bedeutet ein Abaeissenwert a:<l, dafs 
die Rotationsaxe das Innere des Berührungskreiaes trifft, während x>\ 
heifst, dafa sie aufserhalb daran vorbeigeht. Wenn, wie wir voraus- 
setzen, der Berührungskreis klein ist, (a klein gegen (>), so muüi die 
Rotationsaxe schon merklich senkrecht stehen, wenn sie die Peripherie 
des Berührungakreises treffen oder durch das Iimere desselben hin- 
dnrchgehen soll. Zu allen einigermafsen beträchtlichen Neigungen der 
Rotationsaxe gehören in unserer Figur grofse Werte der Abacisse x, 
mithin Werte von — E (k), die der Einheit nahe kommen. Auch im 
umgekehrten Falle, wenn die Rotationsaxe dicht am Mittelpunkte des 
Berührungskreises vorbeigeht, wird der Wert von - - E (k) nahezu gleich 1 . 

In diesen beiden Fällen stimmt also unser jetziger Ausdruck (5) 
für die Reibungsarbeit mit dem früheren Ausdruck (2) merklich über- 
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ein. unsere frühere Sehandlung ist also t/erechtfcrtigt 1) wenn die Ro- 
tatiimsaxe einen merklidten Winkel mit der Vertikaleit biklet, 2) wen» 
sie fast gciKm mit dieser zusammenfällt. Nur von diesen beiden Fällen 
haben wir aber früher gesprochen, von dem ersten Falle in § 4 und 5 
(allmähliches Aufrichten der Figurenaxe durch die gleitende Reibung), 
Ton dem zweiten am Schluli von § 3 (allmäh lichea Absterben der auf- 
rechten Kreiselbewegung infolge der bohrenden Reibung). Wenn da- 
gegen die Rotationsaxe den BerührungakreiB trifft oder in seiner Nähe 
innerhalb oder aufserhalb vorbeigeht, d. h. wenn x = tg a weder sehr 
klein noch sehr grofs ist, mufs der frühere Arbeitsausdruck durch Hin- 
zufügung des Faktors - - E (k) korrigiert werden, welcher im ungünstig- 
sten Falle (x ^ 1) jenen Ausdruck auf 647(i des früheren Betrages 
herabsetzt 

Es ist auch von unserem jetzigen Standpunkte aus zulässig und \ 
naheliegend, die gesamte Reihungsarbeit d%. in zwei Teile d%i und J 
(/Stj aufzulösen, von denen der eine dem augenblicklichen Drehwinkel 1 
um eine horizontale Axe Qs,mu dt = da,^ proportional ist und Arbeit \ 
der tfleiteytdcn li^bung genannt werden kann und von denen der andere 
dem augenblicklichen Drehwinkel um die Vertikide ^smudt = de>^ 
proportional ist und Arbeit der bohrenden lieihung heifseu möge, Mit J 
Benutzung der eben genannten Winkel können wir nach (5) und (7) J 
schreiben 

<iSl = rfSt, + rfSl, = - iiIi{pdtOi,-\- ada,)lE{k) 
und köimen dementsprechend definieren: 



(8) 



\dHi iiBif ~ E (k) do/,, 



\d%^-(iBa^E(k)da,. 
Diese Ausdrücke stimmen wieder mit den früheren Werten aus Öl. (1) 
flberein, wenn —E(k) merklich gleich 1 ist, wenn also die Rotatiom- 
axe entweder merklich von der Vertikalen abweicht oder wenn sie fart 
genau mit ihr zusammenfällt. Im ersten Falle ergiobt sich der frühere 
Schiufa, dafs die Arbeit der bohrenden Reibung klein gegen die Arbeit 
der gleit«nden R«ibimg wird, dafs man also von der bohrenden Reibung 
nahem ngs weise absehen darf, wie wir es vermöge unserer Vernach- 
lässigung (11) thaten. Im anderen Falle ist umgekehrt die Arbeit der 
bohrenden Reibung die überwiegende. Tritt keiner dieser beiden Fälle 
ein, so sind die früheren Ausdrücke (1) durch Hinzufügung des Faktors 
~E{k) zu korrigieren. 
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£b ist scMiefslich durchaus folgerichtig, die Momente der gleiten- 
den und bohrenden Ecihung von unserem jetzigen Standpunkte aus 
folgenderweise zu definiereiL Man bemerke allgemein, dafe das Moment 
einer Kraft om eine Axe erklärt werden kann als das Verhältnis der 
Arbeit, welche die Kraft bei einer unendlich kleinen Drehung um die 
fragliehe Axe leistet, zur Gröfae des Drehwinkels. In unserem Falle 
handelt es sich eiuerseita um eine horizontale Axe uud den zugehörigen 
Drehwinkel dco^. Die in Betracht kommende Reibuugsarbeit ist die 
Arbeit der gleitenden Reibung d'^^. Wir definieren daher als Moment 
der gleitenden Reihung die Gröfse 



Andrerseits gehört zu der Drehung rfm, um die Vertikale die Arbeit 
(i% der bohrenden Reibung. Als Moment der bohrenden Reibung ist 
daher zu bezeichnen 



M, 



'liRa~E{k). 



Diese Werte stimmen natürlich wieder mit den in § 3 pag. 550 an- 
gegebenen Werten von M, und J/j überein, wenn die Rotationsase 
einen merklichen Winkel gegen die Vertikale bildet und zeigen uns 
überdies, wie die früheren Werte zu korrigieren sind, wenn jene Vor- 
aussetzung nicht erfüllt ist. Die negativen Vorzeichen, welche bei 
unserer jetzigen Definition zu den Ausdrücken für M^ imd M^ hinzu- 
getreten sind, waren früher in der besonderen Festsetzung enthalten, 
dafs die Momente dem Sinne nach der zugehörigen Rotationskompo- 
nente entgegengesetzt sind. — 

Bevor wir unsere Betrachtungen über die Reibung beim Kreisel 
mit festem Stützpunkte beschlieTsen, wünschen wir nochmals auf das 
Experiment als den eigentlichen Wertmesser unserer theoretischen Re- 
sultate hinzuweisen. Wir haben häufig Versuche mit dem auf pag. 1 
abgebildeten, von Roze konstruierten Kreisel angestellt und konnten 
hierbei die vorstehend geschilderten theoretischen Ergebnisse in all- 
gemeinen Umrissen durchaus bestätigen. Dieses allerdings nur unter 
der Beschränkung, dafs der dem Kreisel ursprünglich orteilte Impuls 
hinreichend grofs war, einer Beschränkung, die aber auch unseren 
sämtlichen theoretischen Untersuchungen ausdrücklich zu Grunde ge- 
legt WTirde. 

Bei nur mäTsigem Impuls verlaufen die Erscheinungen lange nicht 
so typisch und durchsichtig wie bei starkem Impuls. Alsdann spielen 
offenbar störende Ursachen, die wir im Einzelnen nicht übersehen 
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können, wie die besonderen Verhältnisse an der UnterstUtzuagssteUe, 
eine zu grofse Rolle gegenüber den eigentlichen Trägheitswirkungen, 
die wir allein theoretisch beherrschen. Die einfache schematische 
Beschreibung der Heibiingstinfliiaae, die in den vorigen Paragraphen 
enthalten ist, paXat auf solche Fälle nicht, und braucht auch nach 
den eingeführten beschränkenden Voraussetzungen darauf nicht zu 
passen. 

Ist aber der Impuls hinreichend stark, so treten regelmäfslg die 
öfters genannten Erscheinmigen auf: Die Figurenaxe richtet sich auf, 
indem sie einen Spiralkegel beschreibt, und zwar gleichviel ob der 
Schwerpunkt Über oder unter der Unters tützungspfanne liegt; die 
Präcessionsgeach windigkeit beschleunigt eich dabei, entsprechend Gl. (2) 
von pag. 570, Nutationen der Axe, die man anfangs etwa absichtlich 
durch einen Schlag erzeugt bat, sterben in dem Mafse ab, wie sich die 
Figurenaxe der aufrechten ätellung nähert. 

Trotzdem lälst eine solche allgemeine Bestätigung der Theorie noch 
viel zu wünschen übrig, da sie über die quantitativen Verhältnisse 
nichts besagt. Zu einer gründlichen experimentellen Bestätigung wäre 
es erforderlich, ztmäcbst die Masse und Massenverteilung des Versucbs- 
kreisels, also die Örofaen M, P, A, C durch Wägung und Schwingungs- 
beobachtung zu bestimmen, femer den ursprünglichen Wert sowie die 
Abnahme der Umdrehungszahl und somit indirekt die Örbfse des Im- 
pulses N durch stroboskopische Methoden während des einzelnen Ex- 
perimentes festzustellen und endlich die wechselnden L[^j;en des KreiseLs 
zuverlässig zu registrier en. 

Wir sind uns wohl bewufst, dafs nach dieser Richtung hin unsere 
Behandlung sehr lückenhaft iat und wünschen dringend, dal's in künf- 
tigen Untersuchungen zur irdischen Dynamik die experimentelle Prüfung 
und die mathematische Überlegung mehr als gleichwertige imd gleich- 
unentbehrliche Faktoren neben einander bebandelt werden möchten. 



g 7. EinfloTa des LuftwiderstandeB auf die Ereiselbewegong. 
Neben der Reibung wirkt oifenbar auch der Luftwiderstand hei 
der Krei Beibewegung als eine Energie verbrauchende Ursache mit. In- 
dem der Kreisel die umgebende Luft in Bewegung setzt und indem 
sich diese Bewegung teils weiter entfernten Luftschichten mitteilt, teils 
durch die Reibung zwischen ungleich bewegten Schichten verzögert wird, 
fliefst dauernd Bewegungsenergie von der bewegten Kreiselmasse in das 
umgebende Mittel ab. Dieser Umstand kann nicht umhin, auf die 
Kreiselbewegung selbst zurückzuwirken. 
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Die Gröl'se des Einflusses wird verscliieden sein je nach der Form 
des Kreisels und nach der Art seiner Bewegung, Mit einer Ver- 
gröiserung der Oberfläche wird der Einfliilfl im allgemeinen wachsen, 
mit einer Vermehrung der Masse bei gleichbleibender Oberfläche ab- 
nehmen. Ein Kreisel von grofsen Dimensionen wird daher vom Luft- 
widerstande weniger in Mitleidenschaft gezogen werden, wie ein 
geometriaeh-ähnlicher Kreisel von kleineren Abmessungen, weil das 
Verhältnia HauminhjJt (oder Masse) zu Oberfläche hei jenem gröfser 
iBt wie bei diesem. Hat der Kreisel, wie es bei pneumatischem An- 
trieb der Fall ist, Schaufeln, gegen welche der antreibende Luftstroin 
gelenkt wird, so wird beim weiteren Bewegungsverlauf der verzögernde 
Einflufs der Luft erheblich grölser sein wie bei einem Körper mit 
glatter Oberfläche etc. 

Auch die Art der Bewegung nimmt auf die Wirkui^ des Luftr 
Widerstandes Einflufa. Hat die Oberfläche Rotationssymmetrie um die 
Figurenaxe, so wird sich der einfachen Drehung um die Figurenaxe 
nur ein geringer Luftwiderstand entgegensetzen. Dagegen wird die 
fortschreitende Bewegnng der Figurenaxe in höherem Grade durch den 
Luftwiderstand behindert werden, und zwar die schnellen Nutationen 
wieder in höherem Grade wie die langsame Pniceasionsbewegung. Man 
wird also erwarten dürfen, dafs die Nutationen in schnellerem Zeitmafa 
abklingen wie die langsame Präcessionsbewegung und diese wieder 
schneller wie die Eigendrehung um die Figurenaxe, dafä überhaupt 
durch den Luftwiderstand imd ähnlich durch die anderen Energie- 
verzehrenden Wirkungen allemal auf eine Ausgleichung der ursprüng- 
lich vorhandenen ünregehnälsigkeiten und auf eine Vereinfachung der 
Bewegungsform hingearbeitet wird. 

Wie man hiernach sieht, ist das Problem des Luftwiderstandes 
reichlich kompliziert. Um es in Strenge zu behandeln, wäre es nötig, 
neben den Differentialgleichungen der Kr ei Beibewegung die hydrodyna- 
mischen Gleichungen für die Bewegung des umgebenden Mittels in 
ihrem wechselseitigen Zusammenhange zu berücksichtigen, wie schon 
gelegentlich des ähnlichen baUistischen Problems (pag, 535) bemerkt 
wurde. Wir kämen dabei zu einer Aufgabe wie sie unter dem Namen 
,^ewegung eines Körpers in einer Flüssigkeit" von mathematischer 
Seite vielfach behandelt worden ist*), nur dafe die grundlegende 
Voraussetzung aller einschlägigen Behandlungen, dal's nämlich die 
Flüssigkeit inkompressibel und reibui^slos sei und dafa ihr durch den 



*} Eine maanuuenfaä sende Dafstellmig der betr. Arbeiten giebt A. E. U. Lov« 
a der Encjklopädie der mathem, WiBeeneoh. Bd. IV, Art. 16, Hydrodynamik II. 
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Körper eine Bewegung mit Geschwindigkeitspotential erteilt werde, 
fallen ?,u lassen wäre, da sie den Verhültniasen des Luil Widerstandes gar 
zu schlecht entspricht. Mit dieser Voraussetzung fallt aber auch die 
Möglichkeit einer strengen und eleganten mathematischen Behandlung. 
Wir mOBsen daher auf eine Untersuchung des Luftwiderstandes im 
Anschlufs an die vorhandene mathematiscbe Litteratur Ton vornherein 
verzichten. 

Unsere Behandlung soll vielmehr derjenigen nachgebildet sein, 
die der Physiker bei der Bestimmung der durch Luftwiderstand ge- 
dämpften Pendelschwingungen, der Schwingungen einer Galvanometer- 
nadel mit magnetischer oder Flüssigkeits dämpf ung et«, einzuschlagen 
pÜegt. Man nimmt hierbei an, dafs man die D am pfungs Wirkung 
wenigstens bei kleinen Ausschlägen dadurch hinreichend genau berück- 
sichtigen könne, dafs man der Bewegungagleichuiig ein der augen- 
blicklichen Geschwindigkeit proportionales Glied hinzufügt Ähnlich 
wollen wir annehmen, dafs die Wirkung des Luflwiderstandes auf die 
Kreiselbewegunff annähernd dardt eine der augenblicklichen Rotations- 
geschwindigkeit Q nach Gröfse tmd Äxe jm^xirtionaie entgegengerichtete 
Drehkraß beschrieben werden kann. Lösen wir etwa Q nach den drei 
Hauptaxen des Körpers in die Komponenten p, q, r auf, so werden 
wir also die Komponenten des Luftwiderstandsmomentea nach eben 
jenen Äsen gleich — Ip, — Xq, — Ar setzen. Vielleicht wäre es an- 
gezeigt, den Koeffizienten von r kleiner zu wählen als die von p und 
q, also die Komponenten des Momentes gleichzusetzen — X,p, — A,y, 
— A,r (Aa<Aj), weil durch die Drehung um die Figurenaxe, wie oben 
bemerkt, die Luft weniger mitgenommen wird, wie durch eine Drehung 
der Figurenaie um eine dazu senkrechte Axe. Da aber unser Ansatz 
auch dann nicht beanspruchen könnte, den Verhältnissen der Wirk- 
lichkeit genau zu entsprechen, so werdeu wir ims mit der zuerst 
genannten weitgehenden Schematisierung des Ansatzes begnügen, der 
übrigens für Späteres eine besondere Bedeutung hat. Femer werden 
wir natürlich von allen sonstigen Reibungseinflüasen jetzt abseben. 

Wir wollen uns zunächst fragen, wie die Beiceffung des kräfle- 
freicn Kreisels (Poinsot- Bewegung) durch den so aufgefafsten Luft- 
widerstand modifiziert wird. Die Behandlung wird hier sehr einfach. 
Bei der Poinsotbewegung gehen wir am besten von den Eulerscben 
Gleichungen (vgL pag. 142) aus, die sich für den symmetrischen 
Kreisel {B = Ä) unter Hinzufügung unserer Luftwiderstandsglieder 
folgendermafsen schreiben: 
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A^-(C-A)rp- ig, 

Cg = 

Aus der letzten Gleichung erkennt man zunächst, daFs die Eigen- 
rotation r nach dem folgenden Gesetz von ihrem Anfangawerte r^ aus 
(entsprechend f — 0) abnimmt: 

(1) r-v'. 

Die beiden ersten Gleichungen fassen wir nach Multiplikation mit 1 

und i in der komplexen Gleichiing zusammen: 



(2) 



dt 



= {C-A)irip + ig)-l{p + iq). 



. Dnreh Division mit p + iq nnd £intrf^ni^ des Wertes von r aus (1) 
ergiebt sich: 

dlog{p + iq) _ C—A . ~ c _ ^ 



dt 



und darch Integration: 

log (j> + iq) = 



' -\- const. 



Bestimmen wir noch die Integrationskonstante durch die Anfangs- 
werte p^, 3o, so können wir schreiben: 

(3) j. + ;9-(K,+i?.)e " ■• ' 

Man erkennt hieraus, dafs der absolute Betrag von p -f iq, d. i, 
die Länge der äquatorialen Komponente des Drehungs Vektors nach 
einem ähnlich einlachen Gesetz abnimmt wie die Sigenrotation r. Man 
bat nämlich 



Bezeichnet man femer mit k denjenigen Winkel, den die genannte 
Komponente mit ihrer Anfangslage einschliefst, indem man setzt: 



'.(i- 



Iyp' + i' Vr.'+ 
Bo ergiebt sich aus (3) fBr a der Wert 
(p .. 0-A 

N 
: 



Nach den Gleichungen (1), (4) und (5) läfst sich nun der allgen 
Charakter der Bewegung folgendermalsen schildern: Sotcold die Kompo- 
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mittle des Rolationsvektors nach der Figurenaxe wie die dazu scnJirecfUe 
äquatoriale Komponente werden durch den Luftwiderstand stetig bis auf 
Null verkürz ; die Zeitdauer dieses Vorganges ist unendlich; die Aneahl 
dtr Umgänge, welche der Rotationsvektor untcrdcssett um die Figurenaxe 
ausführt, ist endlich und berechnet steh aus (5) stt 

a^ G — ACr, 



sie ist um so gröfser, je gröfser die anfüjigliche Eigenrotatioii war 
Qiid je kleiner die üämpfungskonstante X let; mit verschwindendem X, 
wo die Bewegung eine reguläre Präcession wird, wächst jene Zahl, 
wie es aein muTa, iuH Unendliche. 

Interessante Unterachiede ergeben sich je nach dem Verhältnis 
der Hauptträgheitsmoniente A und C Wir beatimmen etwa die je- 
weilige Neigung ß des Kotati oaavek tu rs gegen die Figurenaxe, indem 
wir nach (1) und (4) bilden 



Führen wir noch die anfängliche Neigung f. 
schreiben: 



, so können wir auch 



"C-i) 



L 



(6) tsß = tgß,e 

Der "Winkel ß wächat liiemaeh kontinuierlich an oder nimmt standif^ 
ab, je nachdem C kleiner oder gröfser als A ist. Die Botationsaxe 
strAt in jedem Falle einer Axe gröfsten Hauptträgheitsmotwmtes eu, im 
Falle des abgeplatteten Trägkeilsdlipsoidcs (O A) der Figurenaxe, im 
Falle des verlätujerieti TrÖgheitsellipsoides (C < A) einer äquatorialen 
Axe. Im Falle des KugelkreJaels, wo jede Aie als Axe eines gröfsten 
Hauptträgheitsmumentes aufgefafst werden kann, wird die Rotationaaze 
durch den Luftwiderstand natürlich Überhaupt nicht umgelagert; hier 
besteht vielmehr die einzige Wirkimg desselben in einer allm&Michen 
Schwächung der Rotationsgeschwindigkeit. 

Den Unterschied zwischen beiden Fällen können wir noch deut- 
licher beschreiben, wenn wir an den Verlauf des Polhodiekegels denken. 
Im Falle O A verengert sieh der Folhodiekegd im Verlaufe der Be- 
wegung und sieht sich sehliefslich auf die Figurenaxe euaatnmen, nach- 
dem er sie eine mdliche Anzahl von Malen umseJdungen hat; im FnUe 
C <.A erweitert er sich und läuft, abermals nach einer endlichen Anzahl 
von Umgängen, in die Äquatoräiene des Kreisels fächerartig aus*). 

*) Butten wir den oben genannten all^Biueineien Anaatz gemacht, bei 
welchem nwUcben 1, und H, unterBchieden wird, so würden wir als Bedingung 
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Wir wollen etwa, um beide Falle durch eine Figur veranschaulichen 
zu können, den Polhodiekegel mit einer im Körper festen Ebene achneidan, 
die wir im Abstände 1 von senkrecht zur Figurenaxe legen. Nennen 
wir den Durchs tofsungspunkt jener Ebene mit der Figurenaxe O", den 
mit der augenblicklichen Rotationaaxe P, so ist die Entfernung q = O'P 
mit tg^, ihr Änfangawert q^ mit tg^,, identisch. Der Winkel, um den 
sich der Vektor O'P gegen seine Anfangslage (/P^ gedreht hat, ist 
der oben berechnete Winkel « Die entstehende Kun-e der aufeinander 
folgenden Punkte P, d. h. die Spur des Polhodiekegela in der Zeichen- 
ebene, wird also in Polarkoordinaten durch (i und k bestimmt. Führen 
wir als eine bequeme Zeiteinheit die Dauer r einer vollen Kreisel- 
umdrehung zu Beginn der Bewegung eiu, so wird fg — ^^- Benutzen 
wir Überdies für die reinen Zahlengrofsen -j- — 1 nnd ^ die Ab- 
kürzaugen Y nnd <J, so können wir (6) nnd (5) folgendermafsen schreiben: 

m '—e-"', 





In den Figuren 84 nnd 85 haben wir y = ± y , ^ — t;; vorausgesetzt. 
Die Anzahl der Umläufe unserer Kurve um 0' wird 5, die Zeit, in 
der der Abstand q auf den e"" Teil seines Anfangswertes verkürzt 
bez. auf dos e-fache angewachsen ist, wird t='20t. Beide Kurven 






e Yerengerang bez. Erweiterung des PoUiodiekegels die folgende erhaiten 
1^C>X,A bez. l,C<i,.4- 
Ea kSnute hiernach unter ümB^nden vorkommen, dalB die Rotationsoxo der 
Fignrenase zustrebt, auch wenn dieaelbe keine Äxe grOfeten Hauptträgheits- 
momentee ist. 
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können ab Spirallinien bezeichnet werden, Btimmen aber nicht genau 
mit einer der bekannten Spiralformen ü berein. 

Übrigens können wir uns auch ohne Rechnung von der gegen- 
sUtzlichej] Wirkung dea Luftwiderstandea im Falle C>Ä and C < A 
ElechenBcbaft geben. Wir knüpfen dabei an die Figuren 86 und 87 





an, welche zunüchet ebenso wie die Figuren 14 und 13 von pag. 107 
und 106 znm Ausdruck bringen, daPs im Falle eines abgeplatteten 
TrägheitsellipBoides C > j4 der Impiilsvektor zwischen Figurenaxe und 
Rotations Vektor liegt, dafs dagegen im Falle eines verlängerten Träg- 
heitaellipBoides der Rotationsvektor zwischen Impuls- und Figurenaxe 
enthalten ist. Nun besteht nach unserer Grundannahnie die Wirkung 
des Luftwiderstandes in einem Moment, welches dem Drehungsvektor 
nach Grröfse und Axe proportional ist. Dieses haben wir mit dem 
jeweiligen Impuli^rektor zusammenzusetzen, indem wir entgegengesetzt 
parallel zu der Richtung des Rotationsvektors an den Endpunkt des 
ImpulsvektorB einen Pfeü von der Länge IQAt antragen. In Fig. 86 
wird der Impuisvektor hierdurch der Figurmaxe gmähert, in Fig. 87 von 
ihr entfemf.. 

Der abg^nderten Lage und GfröfBe dea Impulses entspricht auch 
eine etwas andere Lage der Rotationsaxe und eine etwas verschiedene 
Gröl'se der Ilotationsgeschwindigkeit. In den Figuren ist die geometrische 
Konstruktion angedeutet, durch welche nach Früherem die Richtung 
der Rotationsaxfl aus der der Impulsaxe bestimmt werden kann. Wir 
haben nun die obige Konstruktion zu wiederholen, indem wir das 
Moment des Luftwiderstandes entsprechend der abgeänderten Lage und 
Ch-öfse der Rotationsaxe dem Impuls hinzufügen. Wie man sieht fahrt 
hierbei der Impuls und gleichzeitig auch der Rotationsvektor fort, sich 
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in Fig. 86 der Figurenaxe zu nahem, in Fig. 87 aicb von ihr zu ent- 
fernen; gleichzeitig nimmt Impuls und Rotation an GrÖfse ständig ab. 

Um dies Verfahren streng zu machen, miÜste man natürlich das 
zu Grunde gelegte Zeitintervall AI unbegrenzt abnehmen lassen, so 
dafs der Endpunkt des Impulses nicht einen gebrochenen Linienzug 
sondern eine kontinuierliche Eurre im Körper beBchriebe. Überdies 
wäre es nötig, die Änderungen zu berücksichtigen, die der Impuls im 
Körper vermöge der „resultierenden eentrifugalen Drehki-aft" erfährt 
(vgl. pag, 144). Da aber diese naeb Aie und Gröfse gleich dem 
vektoriellen Produtt aus Impuls- und Rotati rmsvektor ist, so steht sie 
auf der Ebene unserer Zeichnung anfangs senkrecht und beeinflufst 
weder die Gröfse des Impulses noch seine Neigung gegen die Figuren- 
axe. Die Wirkung jener Drehkraft bestebt vielmehr nur darin, dafa 
die zusammengehörigen Lagen von Impuls- und RotatJonsaxe nm einen 
mit fortschreitender Bewegung wachsenden Winkel aus der Zeichen- 
ebene herausdrehen werden, derart dafs der Endpunkt des Impulses 
nicht eine ebene, sondern eine um die Figureuase spiralig gewundene 
Kurve beschreibt. Die genaue Gestalt dieser Kurve ist im übrigen in 
den obigen Rechnungen enthalten, da sich ja die Koordinaten des 
Impuls - Endpunktes relativ zum Körper nur durch die Faktoren A und C 
Ton den Komponenten p, q, r des Rotationsvektors unterscheiden. 

Aber auch die Gestalt der vom Impuls-Endpunkt im Baume be- 
schrieb eneu Kurve ist nach dem vorstehenden im wesentlichen klar. 
Gegen den Raum verschiebt sieh der Impuls -Endpunkt jeweils entgegen- 
gesetzt parallel der Rotatiousaso. Diese selbst nähert sich nach | 
den vorigen Figuren mehr und mehr der Impulsase und dreht sich 
überdies um deren augenblickliche Lage, da sich die Figurenaxe 
um die augenblickliche Lage der Hotationsaxe dreht und durch 
die Lage von Figuren- und Impulsaxe auch die Lage der Kota- 
tionsaxe bestimmt ist. Man schtiefst hieraus, dafs der Endpunkt 
des Impulsvektors im Raum eine Schraubenlinie von abnehmender 
Weite der Winduugen um eine gewisse mittlere Richtung be- 
Bchreiben mufs, wie sie etwa durch die nebenstehende Figur*) 
BCbematiseh angedeutet wird. Der Impulsvektor bleibt also nicht 
wie bei der idealen Po iusot- Bewegung im Räume genau konstant, Fig m. 
wohl aber bleibt seine mittlere Richtung konstant imd die Schwankungen 
um die mittlere Lage nehmen im Verlauf der Bewegung ah. 

Die Bewegung der Figurenaxe im Räume erweist sich wieder für 



*) Die Spirallinie geht natürlich abwechselnd hint«r und vor der Mittelliui« 
vorbei, was in der Figur nicht deutlich genug zum Auadruck komrot. 



L 



592 



TTr. Einflnl^ von Reibung, Laftwiildratand , ElaatiritAt »tc. 



die beiden Fälle C> A tmd C <.A grandaätzlicli verBchieden. 
ersteren FqUp strebt die Figureoaxe einer Richtung zu, die mit der 
achliefalichen Richtung der Rotationsaxe, hIbo auch mit der der Im- 
pulfiBse ilbereiuatinirot, im letzteren Falle steht sie schliefBlich senkrecht 
auf diesen Richtungen. Bezeichnen wir also etwa die mittlere Richtung 
der Impulsaxe im Räume als die Vertikale so können wir sagen: Sei 
dem ahgeplalteten Kreisel wird die Fiffurenaxe durch deii Luftwiderstand 
OMfgericIitd, hei dem verlängerten wird sie gesenkt. Nachdem die Be- 
wegung erloschen ist, d. b, nach unendlich langer Zeit steht die Figuren- 
axe im ersten Falle vertikal, im zweiten horizontal. 

Mit Rücksicht auf den Luftwiderstand müssen wir unsere frühere 
Stab ilitätsuntersc hei düng beim symmetrischen Kreisel (vgl. p^. 133 
und 133) einer grundsätzlichen Revision unterziehen. Wir sagten früher: 
die gleichförmige Botation um die Figurenoxe ist eine slabik, die. «« 
eine äqualorlale Axe eine labile Betvegiingsform. Beides ist nur halb 
richtig, wenn wir an die Wirkung des Luftwiderstandes denken. Wir 
erteilen dorn Kreisel eine Rotation genau um die Fignrenaie. Diese 
ist auch bei Berück aiebtigung des Luftwiderstandes eine mögliche per- 
manente Bewegungsform, insofern als die Uotationsase im Körper und 
im Räume ungeändert bleibt und nur die Rotationsge seh windigkeit all- 
mählich abnimmt. Fand die anfängliche Rotation aber nicht genau 
um die Figurenaxe statt oder wird sie durch einen Zusatzimpuls etwas 
abgelenkt, so verhält sich der abgeplattete Kreisel umgekehrt wie der 
verlängerte. Beim abgeplatteten Kreisel strebt die Rotationsaxe ver- 
möge des Luftwiderstandes, sich mit der Figurenaxe zu vereinigen, und 
steht alsbald merklich im Räume still. Beim verhingerten Kreisel entfernt 
sich die Rotationsaxe, wenn sie anfangs auch nur beliebig wenig von der 
Figurenaxe abwich, mehr und mehr von dieser, desgleichen die Impuls- 
axe. Oder, anders ausgedrückt: Die Figurenaxe, die anfangs merklich 
mit der Rotations- und der Impnlsaxe zusammenfiel, stellt sich im Ver- 
laufe der Bewegung scbliefslich senkrecht dazu. Wir erkennen so: 
Die Botation um die Figurenaxe ist mit Riiclmcht aitf <len Luftwider- 
stand bei deni abgeplatteten Kreisel stabÜ, hei dem verlängerten lahil. Das 
Umgekehrte gilt für die Rotation um eine äquatoriale Ase. 

Die vorstehenden Ausführungen decken sich, soweit sie analy- 
tischen Charakters sind, teilweise mit Überlegungen, welche Stone*) 
im Hinblick auf die Entwickelungsgeschichte der Erde angestellt hat 
Von geologischer Seite ist vielfach die Hypothese ausgesprochen, dafs 

*; On tho pOBeibilit; of a chan){0 in the )>ositioti of the eartb't axie dne to 
a frictional action connected with tbe pbenoraena of tbe tidea. Montblj notices 
of tbe aHtTOQomical Society, London, Milrz 1607. 
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die Rotationsaxe der Erde in früheren geologischen Perioden einmal 
eine andere Lage im Erdkörper gehabt haben möge. Lälst sich diese 
Annahme mit der Thatsache, dafs die Rotationsaxe jetzt fast genau 
mit der Polaraie zusammenfallt, auf Grund einer Reibungs Wirkung 
von der Art des hier vorausgesetzten Luftwiderstandes (Gezeiten- 
reibung) vereinen? Da die Erde' ein abgeplatteter symmetrischer 
Kreisel und ihre Polarase eine Axe gröfsten Hauptträgheitsmomentes 
ist, wäre es nach dem Vorhergehenden an sich möglich, hidesseii 
werden wir im nächsten Kapitel mit Rücksicht auf die zahlenmäfsigen 
Umstände des Vorganges zu einer negativen Beantwortung der ge- 
stellten Frage geführt werden. — 

Wir ergänzen die obigen Betrachtungen nimmehr durch Berück- 
sichtigung der Schwere, Dai'ür wollen wir aber im Folgenden von der 
Ungleichheit der Trägheitsmomente absehen, also einen schweren Kuffd- 
kreisel betrachten. Während bei dem kräftefreieu Eugelkreisel die Ro- 
tation auch bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes dauernd um eine 
im Raum und im Körper feste Axe stattfindet, wird beim schweren 
Kugelkreisel das Endergebnis sein müssen, dafs die durch gehende 
Schwerpnnktsaxe schliefslich in allen Fällen senkrecht nach unten weist. 
Den Prozefa, durch welchen dieses erzielt wird, werden wir näherungs- 
weise darzulegen haben. 

Bei dem schwereu Kreisel ist es, wie Öfter bemerkt, bequem, die 
Eulerscben Winkel und die Lagrangeschen Gleichungen zu benutzen. 
Wir bestimmen zunächst die in den Lagrangescheu Gleichungen vor- 
kommenden Komponenten (oder Momente) des Luftwiderstandes hin- 
sichtlich der drei Koordinaten (p, if-, ■&. Sie mögen d>, f, heifsea 
und sind den senkrechten Projektionen des Drehungevektors (oder des 
in Fig. 76 verdeutlichten, aus den Strecken <p', i(i', &' bestehenden 
Linienzuges) auf die Figurenase, die Vertikale und die Knotenlinie 
proportional. Nennt man den Proportionalitätsfaktor wie früher X, so 
findet man nach Fig. 76; 

(8) * X {(p' + ,j>'co8&), V X{i>' + <pcoa&), & Ad'. 

Die zugehörigen Impulskomponent«n heifsen N, n und [Q]- wie z, B. 
aus den Gl. (2) des vierten Paragraphen hervorgeht, hat man im Falle 
des Kugelkreisels: 

(9) N=A {ip -V i>aoi»), n = A (V' + y'cos*), [G] = Ä&'. 

Die Lagrangeschen Gleichungen lauten, wenn T die lebendige Ki-aft 
des Kugel kreiseis bedeutet: 



-V, 



dt 



^ Psin*-!- 0. 
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Mit Racksicht auf (8) und {9} und den in Gl. (4) des vierten Para- 
grftphen angegebenen Wert von 3T/B9' können wir schreiben: 

(10) ^T=~A^' rt=-A''' 



(11) 



A»" + l&' = Psin« 



Aain*» 

Die Gleichungen (10) bedingen, ähnlich wie beim kräftefreien Kreisel, 
eine exponentielle Abnahme der Impulskomponenten nach dem Geaetsw: 

_■" _■" 

(12) N^N^e '^, « = »„£ -*; 

das Verhältnis beider Komponenten bleibt dabei konstant; denn es ist 
N'.n = Ng-.na- Indem wir die Werte (12) einsetzen, vereinfacht sich 
(11) wie folgt: 



(13) 



A9" ^-X&' = Psintf- 



r C«e — JV, COB d) (J? , — W, CO« 6) 



- Wir gehen hier wie bei dem früheren Reibungs prob lern auf „Prä^ 
i-ähnliche Bewegungen" aus. Da bei der regulären Präcession 
d -= conat. ist, wollen wir jetzt nach solchen Bewegungen fragen, för 
die fr' und &" klein sind. In erster Näherung setzen wir daher die 
linke Seite gleich Null und folgen damit einem Verfahren, welches 
als „Methode der langsamen Bewegungen" aufseroi-dentUch viele be- 
wuTste oder unbewurste Anwendungen auf allen Gebieten findet. Der 
Sinn dieses Verfahrens besteht darin, daCs man eine hinreichend lang- 
same Bewegnng näher ungs weise als eine Aneinanderreihung von Gleich- 
gewichtslagen auffafst, dals man also von der Trägheit des Systems, 
die offenbar nm so weniger ins Gewicht fällt, je langsamer die Be- 
wegung ist, absieht. Dies Verfahren liefert in vielen Fällen eine 
brauchbare erste Annäherung an den wirklichen Bewegungaverlauf, eine 
Annäherung, die wir im vorliegenden Falle durch Berechnimg einer 
zweiten Näherung kontrollieren werden. 

Wir bestimmen also cos & als Funktion von t aus der Gleichung: 

(14) (^ - cos ») Q - CO. ») - ^_ ,m' » J^ . 

Wir setzen einen starken Anfangsimpuls voraus, nehmen also an, dala 
APjN^ klein sei; von derselben GrÖfsenordnung ist APjn^N^. Fällt 
der Anfangsimpuls überdies nahezu in die Richtung der Figurenoxe, 
so wird n^/N^ ein echter Bruch, der etwa dem Cosinus eines HOlfs- 
winkels fr^ gleichgesetzt werden kann. Wir unterscheiden den Anfang 
der Bewegung {t klein) und das Ende derselben (( sehr grofs). 

a) ( klein. Die rechte Seite von (14) ist wegen AP/n^N„ Idein; auf 
der linken Seite mufs daher einer der beiden Faktoren ebenfalls klein sein. 
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Dies kann nur der Faktor ^ — cos fr = cos #„ — cos ft sein. Wir setzen 
dementsprecliend co8# = cosfro + £ und vernachlässigen höhere Potenzen 
von E. Aus (14) folgt: 



- cos d-gj = _ 
AP 



AP 



(15) coB & = cos d'o — jji sin* #(, e 

Mit dem gleichen Grade der Annäherung gilt: 

(15') & = &„+ ^-^ sin »„e^ . 

Wir schliefsen daraus, duTs zu Beginn der Bewegung # wachst, die 
Figurenaxe also sich senkt, wenn P positiv ist, d. h. wenn der Schwer- 
punkt auf der positiven Figurenaie liegt. Im umgekehrten Falle nimmt 
# ab, die Figurenaxe hebt sich also, während die Schwerpunkts axe, die 
mit der negativen Figurenaxe identisch ist, sich senkt. Der Anfangs- 
wert & stimmt ungefähr mit unserem Hülfswinkel ö-ß iiberein. 

b) / g-rofs. Das Produkt — ^ e * wird beliebig grofa, wenn t über 
alle Grenzen wächst. Da die linke Seite von (14) endlich bltiibt, muis 
sinö- mit wachsendem i klein werden; cos* wird daher gleich ± 1. 
Für cos*= + 1 wird die linke Seite von (14) gleich 



fSr 



- 1 wird 5 



I gleich 

+ 



(Jtf. + "n) ' 



Vergleicht man die Vorzeichen der rechten uud linken Seite in (14), 
so erkennt man, dafs cos * = + 1 im Falle P < 0, cos * = — 1 im 
Falle P > gilt. In beiden Füllen ist die Schwerpunktsaie gegen 
Ende der Bewegung senkrecht nach unten gerichtet. Die formelmäfsige 
Darstellong von fr gegen Ende der Bewegung lautet daher: 



P>0 siiifr = ;r- 



(16) 
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Der graphische Verlauf der durch (14) beBtimmten Abhängigkeit 

zwischen # und t wird schematisch durch die beiden Kurven der Fig. 89 

veranschaulicht. 

N^atOrlich ist es noch keiueswegs sasgemacht, dafs unsere durch 

ziemlich willkürliche Vernachlässigung einiger Glieder der DifFeren- 
,« tialgleichung (13) gefundenen 

^■'^-1 ■ Formeln den wirklichen Ver- 
lauf der Präcessions- ähnlichen 
Bewegung approximieren. Jeden- 
falls ist hierzu noch der ^ach- 
weis erforderlich, dafs die ver- 
nachlässigton Glieder thatsäch- 
lieh klein gegenüber den bei- 
behaltenen ausfallen. Indem 
wir jetzt nachträgUcb diesen 

Nachweis liefern, werden wir gleichzeitig die Möglichkeit zeigen, die 

bisherigen Änimheruugen schrittweise zu verbessern. 

a) t kldn. Wir berechnen die linke Seite der öl. (13) auf Grund 

der Formel (15')- Es ergiebt sich 




(17) 



A9" + i d' = " 



AP 

' JV' ^ 



idoc" 



Das Verhältnis dieses Ausdrucks zu dem ersten Gliede der rechten 
Seite von (13), welches wir näherungsweise gleich PsinOg schreiben 
können, wird 

^ 1' ""^' 



Die Gröfsenordnung dieses Verhältnisses wird, da bei kleiuem / die 
Exponentialgröfse nur mäfaige Werte hat, durch die Zahl l^/N^" be- 
stimmt. Zufolge der Einführung des Proportionalitätafaktora l bedeutet 
aber 2ai. denjenigen Zusatzimpuls, welchen der Luftwiderstand bei einer 
vollen Umdrehung um irgend eine Aie ausübt. Wir dürfen annehmen, 
dafs dieser erheblich kleiner ist, als der Eigenimpuls des Kreisels oder 
anders ausgedrückt, dafs die Trägheitswirkungen der Luft äufserst ge- 
ring sind verglichen mit den Trägheitswirkungen des Kreisels. Unsere 
Kontrolle der obigeu Näherungsiösung bat also ein befriedigendes Er- 
gebnis gehabt, da sie zeigt, dafs die vernachlässigten Glieder der 
Differentialgleichung in der That von geringerer Ordnung wie die bei- 
behaltenen waren. 

Die bisherige Lösung lälst sich jetzt leicht durch Berücksichtigung 
der linken Seite von (13) korrigieren. Wir setzen, anfser in dem Aus- 
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scU^ gebenden öliede n^ — Nf,coB&, Uberall in Gl. (IS) unsere erste 
Näherung (15) ein; für die Hnie Seite benutzen wir dabei den Aub- 
druck (17); auf der rechten Seite haben wir nach (15) zn setzen: 



sin^ = 



..") 



»>' " ) 



JVJ, — »„ C09 # = ^0 sin* #p ( 1 + j^i coB 9^ 

Nach einigen formalen Yereiniachungen und bei Yemachlftssigung 
h5herer Potenzen der kleinen Glieder finden wir 






n^ — Nf,coB & = -jR.- 8in*< 
nnd hierana: 
(18) co8# = coBfro — jH-jsi: 

Dies ist die gesuchte Korrektion von (15), die wir als eine zweite 
Nühenmg anznsehen haben, da nujimehr die Quadrate und Produkte 
der kleinen GrÖfaen ATjN^ und i^/N^ beibehalten sind. Ersichtlich 
enthält unser Verfahren den Keim zu einer beliebig fortzusetzenden 
Po tenzent Wicklung nach eben jenen kleinen GrÖfeen; wir brauchten nur, 
um zu dieser zu gelangen, aus der zweiten Näherung eine dritte etc. 
zu berechnen. Mit wachsendem / würde sieh die Konvergenz der Ent- 
wickelung verschlechtem, da in (18) die Potenzen der genannten kleinen 
Gröfsen von den entsprechenden Potenzen des Faktors e^'-'"* begleitet 
werden. Aus diesem Grunde und wegen der Umständlichkeit der so 
entstehenden Formeln begnügen wir uns mit der zweiten Näherung. 

b) ( grofs. Auch hier gilt es zunächst, nachzuweisen, dafs in 
Öl. (13) die linke Seite bei der Aufstellung der Näherungslösung (16) 
vernachlässigt werden durfte. Wir berechnen zu dem Ende die ver- 
nachlässigten Terrae nach GL (16) und finden, je nachdem P^O ist, 



i" sin*. 
dem ersten Gliede P sin * der 



Ä&" + A#' = -j- .: 

Da« Verlwltnis dieses Ausdrucks ; 
rechten Seite von (13) beträgt 

±i 



Wir dürfen annehmen, dafs l* klein ist gegen die gleichbenannte GrÖGte 
AP, was etwa auf die Annahme hinauskommt, dafs der Einäofs des 
Luftwiderstandes auf die Kreiselbe wegiing klein ist gegenüber der 
Schwere Wirkung. Jedenfalls ist unter der genannten Annahme die 
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VemachiHäsigong der Unken Seite von (13) in erster Näherung ge- 
rechtfertigt. 

Gehen wir auch hier auf dem oben beschriebenen Wege zu einer 
zweiten Näherung Über, so finden wir, wenn wir die FäUe P^O 
durch ein doppeltes Vorzeichen unterscheiden: 



(19) 



-Vf3^"(}±!.^ 



also eine Formel desselben Charaktere wie (IG). Auch hier könnte 
man zu einer dritten etc. Näherung fortachreiten. 

Die für die erste Näherung entworfene schematische Figur 89 
kann uns ebensowohl zur Veranschaulichung dieser zweiten Näherung 
dienen. Übrigens werden sich dieser Figur noch Nutationen von der 
Periode der Kreisel Umdrehung überlagern können, die von den Anfangs- 
bedingungen der Bewegung abhängen und sich im Verlaufe der Be- 
wegung abglätten. Unsere Kurve aus Fig. 89 kann sich nur bei geeignet 
gewählten Anfangs bedingimgen (und auch da nur nälieruugs weise) ein- 
stellen, ähnlich wie die reguläre PriicesBion bei dem idealen Kreisel. 
Im Allgemeinen wird sie nicht die Integralkurve selbst sondeni nur die 
j^jeitlinie" der Integralkurve darstellen, um welche sich die letztere mit 
abnehmenden Oscillattonen hemm schlängelt, ähnlich wie in den Figuren 
79 und 80 des vierten Paragraphen. 

Bei nicht kugelförmigem Tr^heitsellipsoid liegen die Verhältnisse 
wesentlich komplizierter. Hier kann der Fall eintreten, dafs die Figuran- 
axe wegen der kombinierten Wirkung von Schwere und Luftwider- 
stand nach der Vertikalen hinstrebt, dafs sie aber wegen der Verschieden- 
heits der Hauptträgheitsmomente von dieser abgelenkt wird. Welcher 
dieser Einflüsse die Oberband gewinnen wird, läfst sich ohne ein 
tieferes Eingeben nicht entscheiden. 
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§ 8. Die Elaatizität des EreLselmateriala. 
So unentbehrlich der Begriff des starren Körpers für Naturwissen- 
schaft und Technik ist, so sicher ist es, dafs er in der Wirklichkeit 
nur grob angenähert wird. Auch der in Bewegung gesetzte Kreisel wird 
sich nicht nur wie ein starrer Körper als Ganzes bewegen, sondern er 
wird gleichzeitig den durch die Bewegung hervoi^erufenen Spannungen 
etwas nachgebend sieh deformieren. Die Frage ifit nur, ob solche Form- 
änderungen unter irgend welchen Umständen merklich werden. Diese 
Frage ist gerade in demjenigen Falle akut geworden, wo wir vielleicht 
am ehesten geneigt sein möchten, die Vorstellung der starren Konati- 
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tutioti festzuhaltcD , im Falle unserer Erde. Nicht am- ist die Oestalt 
der Erde in dauernder Weise durch ihre Umdrehung beeiuflufet und 
von derjenigeu verschieden, die sie annehmen würde, wenn sie eines 
Tages KU rotieren aufhören würde; sondern die Gestalt der Erde ändert 
sich auch, wenn sich die Drehaxe im Erdkörper umlagert, also von 
ihrer normalen oder mittleren Lage, in der sie mit der Figurenaxe der 
Erde zusammenfällt, etwas abweicht. Direkt ist eiae solche Form- 
änderung natürlich niclit mefsbar; sie übt aber eine Rückwirkung auf 
die Bewegung der Erde, nämlich auf den Wechsel der Drehaxe im Erd- 
körper aus, eine Rückwirkung, die sehr wohl der Messung zugänglich 
ist. Wir kommen im nauhaten Kapitel auf diese Verhältnisse im Zu- 
sammenhang zurück. Hier gilt es, die späteren Diskussionen vorzu- 
bereiten und zu zeigen, dafs entsprechende Fragen bei jeder Art Ereisel- 
problem auftreten, wenngleich ihnen bei den üblichen Abmessungen 
und Formen unserer Apparate kaum eine nennenswerte Bedeutung zu- 
kommen dürfte. 

Indem wir die Verhältniaae der Erde im Auge behalten, betrachten 
wir einen Kreisel run der Form eines abgeplatteten Botatiormeüipsoides. 
Die Mas Ben Verteilung im Iimeren des Ellipsuides sei homogen, den 
Schwerpunkt desselben denken wir uns unterstützt, sodafs wir nur die 
kräftefreie Bewegung zu betrachten haben, die beim starren symme- 
trischen Kreisel, wie wir wissen, eine reguläre Präcession ist. Unser 
Interesse werden wir auf die Präcessionsdauer imd den Einfiuis, den 
hierauf die Elastizität des Materials nimmt, richten. 

Hinsichtlich der Benennung ist im Auge zu behalten, dal's gerade 
im Fidle der Erde die hier zu studierende Präcessionsbewegung als 
freie Ntäation (spezieller, sofern man vom Einflufs der Elastizität ab- 
sieht, als Ettiersche Ntiiation) bezeichnet wird, während man bekanntlich 
bei der Erde unter Pracessiou eine durch Sonnen- und Mondanziehung 
crzicungene Bewegung von aitfserordentlich viel längerer Periode ver- 
steht. Dieser tangsamen erzwungenen Präcession überlagert sich die 
sehr viel raschere Eulersche Nutation, unsere kräftefreie Präcession, 
so dafa die Gesamtbewegung den uns wohlbekannten Charakter der 
pseudoregniären Präcession annimmt. Übrigens bezeichneten wir auch 
bei der allgemeinen Untersuchung der pseudoregulären Präcession in 
Kap. V, § 2 die Schwankung des Kreisels gegen die Bewegung der er- 
zwungenen regulären Präcession als Nutation; auch dort erweist sich 
diese Kutation gleichbedeutend mit der kräftefreien Präcession des dem 
Einflufs der Schwere entzogenen Kreisels, nämlich unter den Be- 
dingungen, durch welche wir die pseudoreguläre Präcession defi- 
nierten, dals 1) der Eigenimpuls sehr grofs sei (Ä* grofs gegen ÄF) 
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lind durs 2) die Fignrenaxe stets in der Xähe der Impolsaxe lieg^ 
Bedingungen, welche im Falle der Erde erfüllt sind. 

Die geataltlichen imd Massen Verhältnisse unseres Kreisels werden 
durch Angabe der folgenden, nach Voratiasetzung positiven Verbältniszahl 



gekennzeichnet, welche wir die „lEÜiptisität" nennen. Aus der Ellip- 
tizität berei^lmet sich die numerische Excentrizität e der MoridianknrTe 
unseres Ellipsoides nach der Formel e = |^2i/(l -f i). Für ein be- 
liebiges Kllipsoid gilt nämlich, daTs das Trägheitemoment um eine be- 
liebige Hauptaze gleich dem fünften Teil der Masse multipliziert mit 
der Summe der Quadrate der beiden anderen Hauptaxen wird. Be- 
zeichnet also i* die in die Figurenaxe des Ellipsoides fallende kleine 
Hauptaie, a die in die Äquatorebene fallende grofse Hanptaxe der 
Meridianellipse, so bat man 

A-^-{a' + f), C-^ia' + al 
und daher ^ 

* "" a^'+V ' 
während die Definition der numerischen Excentrizität bekanntlich lautet: 



llioruuH folgt leicht der oben angegebene Zusammenhang zwischen e 
und f. 

Indem wir abermals an die Verhältnisse der Erde denken, setzen 
loir e als kleine ZaJd voraus; die Gestalt des Ellipsoides weicht dann 
wenig von der Kugelgestalt ab (Sphäroid). Unter dieser Annaiime 
Hchn^ibeu wir die mherungs weise Gleichung der Oberfläche des Ellip- 
soides Ki\. Wird g nach der Figurenaxe, x und y nach zwei recht- 
winklig<\n Axcn der Aquatorebene gemessen, so haben wir zunächst 
oliiiü Vürnachlüasiguug 



r + 



r+y- 



= 1. 



Wir tninsformioren diese Gleichung in zentrische Polarkoordinaten, in- 
doni wir mit r den Abstand eines Punktes der Oberfläche vom Mittel- 
(lunkt des Ellipsoides, mit 6 die ffeigung des Radiusvektor r gegen 
die Ä quiitorebeno bezoiclmon, Wir haben dann 

a* = r'sin*©, x^ -\- y* = r*co8*0, 
hIno xufolgi- der obigen ElUpsoidgleichung 

. -.,— + -ri- - TT (1 - e'(!o.'e) 
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nnd angenähert 

(1) r = 6(l + £C08'e). 

Dies die ursprüngliche Kreiselgestelt. Wird hud der Kreisel in 
Rotation versetzt, so tritt eine Formänderung auf, die wir als klein vor- 
aussetzen können. Findet die Rotutioa gerade um die Figurenaxe statt, 
so wird das Ellipsoid noch etwas mehr abgeplattet: die EUiptizitüt e 
wird um einen kleinen Betrag t vermehrt. Bei der Berechnung der 
hinzukommenden Elliptizität t , die nach den Grundsätzen der Elasti- 
zitätatheorie zu erfolgen hat, wird man von der ursprilnglich vor- 
handenen Elliptizitüt c unbedenklich absehen, also die ursprüngliche 
Kreiselgestalt einfach als Kugel Torauasetzen dürfen. Denn durch die 
kleine Abweichung i von der Kugelgestalt wird die hinzukommende 
Elliptizität t' uur in einer Gröfae zweiter Ordnung (von der Gröfsen- 
ordnung des Produktes cc') beeinäufst. Man kann dabei die Frage 
aufwerfen, welchen Radius man der Kugel geben soll, durch welche 
man zum Zweck der Berechnung von t das ursprüngliche EUipsoid 
mit den Hanptaxen a und h ersetzen will. Am nächsten liegt es, eine 
mittlere, zwischen a und h enthaltene Länge m als Radius zu wählen, 
die man so bestimmt, dafa der Inhalt der Kugel gleich dem Inhalt 
des ursprünglichen Ellipsoides wird. Diese Forderung führt auf die 
Bedingung 

w' = a»Ä. 
Setzt man für o- den aus Ql.(l) mit 6 = folgenden Wert «=^6(1 + «) 
ein, so wird 

m'==tMl + ä£), M = 6(l + |f), & = M((l-|£). 

Die Gleichung des ursprünglichen Ellipsoides läTat sich daher folgender- 
mafsen achreiben: 

(2) r-.»(l + ,(co.>e-|)), 

während die Gleichung desjenigen EUipsoides, in welches die Kugel 
vom Radius m übei^eht, die folgende sein wird 

(2-) .-«.(i + ,Xco.'e-|)). 

Durch Superposition der beiden geringen Abplattungen t und e ergieht 
aich als Gleichung unseres durch die Rotation deformierten EUipsoides: 

(3) r = «»(l + (E + 0(coa'e-4))- 

Ahn lieh können wir verfahren, wenn die Rotation um eine von 
der Figurenaxe abweichende Äse stattfindet. Der Winkel zwischen 
Fignrenaxe und Rotationsaxe sei tf (vgl. Fig. 90 -^ FOH). Die nun 
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entstehende Abplattung wird sicli symmetrisch um die Rotationsaxe 
OR herum verteilen und kann wiederum so berechnet werden, ale ob 
der Kreisel die ursprüng- 
liche Form einer Kugel Tom , 
Radius m hätte. Die hin- i 
zukommende Elliptizifät e I 
hat dieselbe GrÖlae wie u 
her. Die Gleichung des »n» j 
der Kugel entstehenden El- ' 
lipsoidcB lautet 
{4)r = m(l + e'(mB*Q-l)), 
wo 0' den Winkel des be- 
liebigen RadiuBvektora r 
gegen die zur Rotationsaxe 
senkrechte Ebene bedeulet. 
Wie man aus Fig. 90 er- 
kennt, ist 

e'^e + i. 

Hiermit ist auch ii 




1 oder 



der Näherung die Formänderung bestimmt, welche das ursprüngliche 
EUipsoid {Gl. (2j) durch Rotation um die Axe OR erleidet. Die neue 
Form wird durch die Gleichung 

(5) r^m^l + e cos' Q + t cos> (0 + d) - -g- (f + f ')) 

gegeben. 

Dies ist mit derselben Annäherung die Gleichung eines abgeplatteten 
Ellipsoides, wie es die bisherigen Gleichungen (1) bis (4) waren. Die 
Figurenaxe des neuen Ellipsoides fällt aber nicht mehr mit der ursprüng- 
lichen Figurenaxe zusammen. 

Zur Bestimmung der nunmehrigen Figurenaxe (und der zugehörigen 
Ätjuatorebene) haben wir die Gleichung 

das heifst; 

f cos ein e 4- f' cos (0 + d) sin (S + ä)^ 0. 

Den Winkel 6 werden wir als Ait'i'jifH Winkel voraussetzen. Wir 
dürfen dann statt der obigen Gleichung schreiben: 

e coH sin -|- 4' cos sin -f *' iJ (cos' — sin' 0} = 



tg2e = - 
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Itte S^ite ist w^en des Faktors d klein; daher erhält mau für 
Werte — ■& und a/2 — &, die sich wenig von Null und von 
■teracheiden. Der erste kommt einer der in der Äquatorebene 
} en Haiiptaxen, der lefc'.tore der neuen Figurenaie zu. Der 

flm^SAKlw^ zwischen der ursprünglichen und der neuen Figurenaxe («^ FOF' 
* . !)0) heträgt ebenfalls % und man hat hinreichend genau 

"going to Im» d- t' , s 

•oU«y, tmlesB * = j±r^- o < ö. 

' Das so gefundene ßesultat ist sehr anschaulich: 

Wäre das Material des Kreisels absolut starr, so würde die Massen- 
verteUttng rtacli wie vor symmeirisch um OF bleiheri (* = 0); wäre es 
absotui nacKgiebig {Flüssigkeit), so würde es sich symmetrisch um die 
Drehaxe OR herum gruppieren {%■ = S); bei jedem endliclien Grade von 
dastischer Widerstandsfähigkeit mufs sich ein mittlerer Zustand a/a^dden, 
hei wdchcr eine ztpischen OF urul OR gdegene Ajx Symmetridink der 
Massenvcrteilnitg wird (fr < S). 

Aus der nunmehr bekannten Gestalt des Kreisels wird es leicht 

isein, immer unter der Annahme homogener MasBenverteilung, auf Träg- 
heitsmomente und Elliptizität des deformierten Sphäroids zu Bcbliefsen. 
Und zwar werden wir auf dieselbe Elliptizität geführt werden, gleich- 
viel, ob die Rotation um die Figurenaxe OF oder um die davon ab- 
weichende Äxe OR stattfindet, ob also die Oberfläche durch Gl. (3) 
oder durch Gl. (5) gegeben ist. 

In der That erhalten wir als Hauptaxen des deformierten Ellipsoides 



BUS Gl. (3) filr e = 



i Gl (5) für 



e- 



r^b'^m{i-~(s + t')), 
r = «' = «(l-f|(* + 0), 



wobei wegen der Kleinheit von * gesetzt wurde: cos*#=- 1, 8in** = 0. 
Beide ERipsoide sind also in erster Näherung kot^fruent, sie unterscheiden 
sidi nur durch ihre Lage, nickt durdi ihre Gestalt. Dementsprechend 
werden auch ihre Hauptträgheitemomente Ä' und C und ihre Ellipti- 
ätät E die gleichen. Uan findet aus den vorstehenden Werten von a' 
and b' unmittelbar: 



~(a' + «») = ^(l+ 3(^ + 0), 
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Wir sind jetzt in der Lage, die Daua- einer frekn Präcessioit des 
Kreisel.!! sowohl för ein starres, wie för ein durch die Rotation defor- 
mierhares Material zu beretthnen. In erst^rer Hinsicht könnten wir 
uns auf Rechnungen aus K»p. 111, § 2 berufen. Nach Gl. {&) von 
pag. 151 ist die äquatoriale Komponente p + tq des Drehungevektors 
bei der regulären Präceasion durch einen EsponentialaUBdmck gegeben, 
in dessen Exponenten it mit dem Faktor 



multipliziert erscheint. Dieser Faktor ninfe daher gleich 2n/T sein, 
wenn T die Präcessionsdauer bezeichnet. Bedeutet andrerseits x die 
Dauer einer Rotation des Kreisels, so ist der Rotati onsvektor ß gleich 
2}c/t und seine Komponente nach der Figurenaxe, die in der an- 
f^ezogenen Gleichung mit r^ bezeichnet ist, gleich cos d 'Sä/t, unter 9 
den in Fig. 90 so bezeichneten Winkel verstanden. Mithin hat man 



\ 



oder, da man cos d hinreichend genau gleich 1 setzen darf: 

(8) r_-;-. 

Lehrreicher und für das folgende nützlicher ist indessen der 
folgende Weg zur Ableitung der gleichen Formel. Nach unserer Auf- 
fassung der Eulerschen Differentialgleichungen sagen diese aus, dafs 
der Impulsvektor im Raum bei der kHlftefreien Bewegung nach Richtung 
und Gröfse ungeündert bleibt, dafs dagegen relativ gegen den Kreisel 
die Fortscbreitungsgescb windigkeit des Impuls -Endpunktes nach Richtung 
und Gröl'se gleich dem vektoriellen Produkt von Impuls- und Drehungs- 
vektor (der sog. „resultierenden zentrifugalen Drehkraft"^) ist. Bedeutet 
also J den Vektor des Impulses, |J| seine Länge, dJ seine augen- 
blickliche Änderung relativ gegen den Kreisel und bildet derselbe mit 
der Figurenaxe den Winkel y (vgl, Fig. 90), so hat man 

"" F(j; iJ) - I J| Q Bin C* - y) ; 



dl 



(9) 

Q ist die Länge des Eotationavektors R und kann wie oben gleich 
2n/t gesetzt werden. Der Impuls-Endpimkt beschreibt nun im Kreisel 
während eines Präcessionsum lautes einen Kreis vom Radius |<7|Bin}' 
nra die Figurenaxe. Hierzu gebraucht er vermöge des angegebenen 
Wortes seiner Fortschreitungsgeschwindigkeit die Zeit 



T- 



|J|Q8iii(Ü — y) Bin(J— y) 
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oder bei Liureiclieuder Kleinheit des Winkels ü 

(8') '^—T^,- 

Diese Bereclinung stimmt mit der in (8) gegebenen natürlich überein. 
Es ist nämlich tg y gleich dem Verhältnis der äquatorialen Kompo- 
nente des Impulses 7.u der nach der Figureuaxe genommenen und tg ö 
gleich dem Verhültuiti der entsprechenden Komponenten des Rotatious- 
vektors. Da sich nun nach dem grundsätzlichen Zusammenhang zwischen 
Impuls- nnd Rotati onsTektor entsprechende Komponenten beider Vektoren 
wie A bez. wie C verhalten, so ergiebt sich 

tgy:tgd = ^:6' 
oder hinreichend genau 

(lü) r:ä~A:C; ih,-a^-T 

Die Überlegung, die zu Gl. (9) fahrte, läfst sich unmittelbar auf 
den elastisch deformierbaren Kreisel Übertragen. Wir müssen dabei 
nur eine Voraussetzung ausdrücklich hervorheben: Dif Fomiändeninff 
soll Zeit liaiien, sich roästaiutiff in der obtti beschrk'benen Weise für jede 
Lage des Rotationsvektors aasetibilden, hevor dieser Vektor seine Lage 
im Krcisd merklich verändert hat. Diese Annahme ist in hohem Orade 
gerechtfertigt, da sich Spannungen nnd Formänderungen allgemein 
gesprochen mit der dem betr. Material eigentümlichen Schallgeschwin- 
digkeit ausbreiten, während die beobachtbaren Bewegungser scheinungen 
(hiei- die Umlagerungen des Rotati onsvektors) aul'serordentlicb viel lang- 
samer erfolgen. Unter dieser Annahme werden wir sehen, dafs die 
allgemeine Bewegung auch des deformierbaren Kreisels als reguläre 
Präcession bezeichnet werden kann. Würde dagegen diese Annahme 
nicht zulässig sein, würde also die Abplattung nach Lage und Gröl'se 
hinter der durch die jeweilige Lage der Botationsaxe indizierten Ab- 
plattung zurückbleiben, so wäre die Bewegung viel komplizierter. 

Wir unterscheiden die durch die jeweilige Hotation abgeänderte 
Symmetrielinie der Masaenverteilnng (OF' in Fig. 90) als instantane 
Figureuaxe von der ursprünglichen oder mittleren Figurenaxe OF. Die 
Bew^ung des deformierbaren Kreisels wird nun in jedem Äugenblicke 
dieselbe sein, wie die eines starren Kreisels mit der wechselnden 
Figarenaxe OF' und den abgeänderten Trägheitamoraenten A' und C". 
Dementsprechend wird der Impuls-Endpunkt, dessen Fortschrei tungs- 
gesch windigkeit gegen das Kreiselmaterial wieder dnrch das vektorielle 
Produkt aus Impulsvektor (</') und Rotati onsvektor {R) gegeben ist, 
in jedem Augenblicke senkrecht gegen die durch die Vektoren J' und 
R gelegte Ebene fortschreiten. Jede ümli^erung von J' bringt aber 
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eine Umlageniiig von R mit sich, und zwar mufa nach dem all- 
gemeine!] Zusammenhange zwischen Impuls- und DrehungsTektor der 
Endpunkt von R pnrallel zu dem Impuls -Endpunkte fortschreiten. 
Jede Umlagenmg des Rotati onsrektors hat andrerseits eine Form- 
änderung und eine neue Lage der instantanen Figurenaxe zur Folge. 
Da wir annehmen, dais die Formänderung Zeit hat, sich vollständig 
auBzubildeu, li^ die instantane Figurenaxe dauernd in der durch OP 
and R bestimmten Ebene. In derselben Ebene liegt auch wegen des 
allgemeinen Zusammenhanges zwischen Impuls- und Kotati onsvektor 
die Axe von J'. Die drei Axen OF', OJ' und OR liegen also in der 
gleichen Meridianebene durch OF, die aich um OF dreht. Da über- 
dies die Winkelabstände der drei Axen erhalten bleiben, beschreibt 
jede derselben einen Kreiskegel und im besonderen der Impuls-End- 
punkt J' einen Kreis um OF. Diese Bewegung hat durchaus den 
Charakter einer regulären Präcession, nur dafs aufser der Impuls- und 
der ßotatiottsaxe auch die inatantane Figurenaxe im Körper fort- 
schj-eitet. Wir berechnen jetzt die Präeesaionsdauer T', indem wir 
wieder den Weg des Impuls-Endpunktes während eines Umlaufs durch 
seine Fortschreitungsgesch windigkeit dividieren. 

Der Weg beträgt jetzt 2n:|J'| sm{Q-+y) (vgl. Fig. 9U), die Fort- 
schreitungsgesch windigkeit ist 

^:-|j-10.m(a--/), 

diiher wird die Prücessionsdauer 



t+i. 



oder hinreichend genau 

(u) J"-'r-, 

Den hier auftretenden Winkelquotienten haben wir mit Rücksicht auf 
die Gl. (6) und (10) umzurechnen. Aus Gl. (6) folgt, da nach Fig. 90 
d = * + d' ist; 

Gl. (lU) lautet, für die deformierte Gestalt des EUlipsoides angeschrieben: 

y:d'=-A': C 
und lehrt, dafs hinreichend genau gilt 



Elastidtilt des Ereiselmaterials. 



Hiernach wird 



r^-rb(i + = f 



Unser obigee Resnltat bezüglich der PräGessionadauer 2" (Gl. (11)) 
läfst sich daber schreiben: 

(12) r = I , 

in welcher Form es mit der früheren Gleichung (8) zusammenfällt. 
In Worten heifat dieses: 

Die Präcessionsdauer eines Kreisels von deformierbarem Material 
und sphäroidisc/ter Gestalt berechnet sic)i nicht aus der EUiptisitiU säner 
deformierten Gestalt, (welche £ = *-{-«' genannt wurde), sondern oms 
der EUiptisiiät seiner ursprünglichen Form, die es vor der Rotation 
haUe und die es beim Erlöschen der Eott^on wieder annehmen ivürde. 
Sie ist daher von der elastisdien Nachgiebigkeit des Materials unab- 
hängig und im besondm-en gleich der Präcessionsdauer eines absolut 
starren Kreisds, dessen EUiptieität mit der urspriinglicJten EUiptieilät £ 
des deform ierbaren Kreisels übereinstimmt. 

Wir werden im folgenden Kapitel bei den geophysikaÜBchen An- 
wendungen auf diesen Satz znrOckkoinmen und werden ihn znm Ädb- 
gauggpunkt f&r die Darstellung der PolBcbwaoIningen und für die Er- 
klärung der 80g. Chaiidlersthen Periode nehmen. Eine Schwierigkeit 
hat die Übertragung der vorBtebenden Kesultate auf die Verbältnisse 
der Erde nur insofern, als 1) die Erde ihrer Massen Verteilung nach 
kein homogenes Rotation eellipsoid ist, sondern nach der Mitte hin 
dichter als auf der Oberfläche ist, und femer insofern als 2) bei einer 
Deformation der Erde neben den elastischen Kräften auch die Gravi- 
tationswirkungen der einzelnen Teile auf einander wesentlich in Betracht 
kommen. Der erstgenannte Umstand bringt es mit sich, dafs alle 
Zahlenangaben, die wir später zu machen haben werden, mit einer 
gewissen Unsicherheit behaftet sind, entsprechend der Unsicherheit in 
den Annahmen über die Massenverteilung im Erdinnern. Die an zweiter 
Stelle genannte Schwierigkeit ist dadurch zu heben, dafs wir die im 
Vorstehenden mit e' bezeichnete Elliptizität bei der Erde als diejenige 
ElliptizitÜt zu definieren haben werden, die eine Kugel von der Elasti- 
zität und der mittleren Dichte und GrÖfe der Erde unter der gemein- 
sameti Wirkung der elastischen Kräfte und der Gravitationswirkungen 
annehmen würde, wenn sie mit der Geschwindigkeit der täglichen 
Erdumdrehung in Rotation versetzt wird. 

Noch möge darauf hingewiesen werden, dafs die Voraussetzung 
eines nahezu kugelförmigen Kreisels, an der wir iu diesem Paragraphen 
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festgehalten haben, nicht allein im Interesse der Anwendung auf den 
Erdkörper geboten war. Man Übersieht vielmehr leicht, dafs gerade 
eine »phäruidiscbe Masse oder, nllgemoin gesprochen, eine Masse von 
sphöroidischem Trägheitaellipsoid in Hinsicht auf die deformierende 
Wirkung der Zentrifugalkräfte besondere empfindlich sein wird. 
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§ 9. Die Slaati&ität der Unterlage. 

In höherem Grade wie die Elastizität des Kreiaelinateriala dürfte 
bei den gewöhnlichen Versuchen die Elasti/.ität der Unterlage den 
Charakter der Kreise Ibewegung beeinflussen. Man bemerkt sehr häufig 
ein Mitschwingen der Unterloge (Tischplatte), daa sich sowohl dem Ohre 
wie dem Taatsinn deutlich bemerkbar macht. Um die Schwingungen 
einer Tischplatte zu erzeugen und zu unterhalten, ist aber Energie 
erforderlich. Diese mufs auf Kosten der Bewegungsenergie des Kreisels 
bestritten werden und wird teils im Imiem der Tischplatte durch innere 
Reibung etc. in Wärme verwandelt, teile wird sie nach aufaen hin i 
zerstreut, indem sich die Schwingungen der Tischplatte auf entferntere 
Gegenstände (durch die Beine des Tisches auf den Kufaboden etc.) je 
länger je mehr Übertragen. Durch das Mitschwingen der Tischplatte 
wird also die Kreiselbewegung gedämpft. Von allen übrigen Energie 
verzehrenden Kräften (Reibung etc.) werden wir bei der folgenden Dar- 
stellung natürlich absehen. l3her die Schwingungaform der Tischplatte 
wollen wir die Annahme machen, dafa ea sich um transversale Platten- 
schwingungen handelt, bei denen etwa die Stützpunkte der Platte auf 
den Tischbeinen festbleiben und jeder Punkt der Platte in vertikaler 
Richtung auf und ab schwingt. An sich ist allerdings auch eine hori- 
zontale Schwingung der Platte als Ganzes möglich, wobei die Beine 
des Tisches wechselnde Verbieguugen erfahren würden. Wir wollen 
aber annehmen, dafs hauptsächlich die erstere Form der Schwingung 
durch nnsem Kreisel ausgelöst wird, was mit den gewöhnlichen Ver- 
hältnissen dea Experimentes in Einklang zu sein scheint. 

Um daa Problem mathematisch zu^^nglich zu machen, 
wir in Gedanken die mitschwingende Tischplatte durch einen einzelnen 
Masaenpunkt, welcher um seine natürliche Gleichgewichtslage in vei^ 
tikaler Richtung beweglich ist und nach dieser mittleren Lage durch 
eine seiner Entfernung von proportionale Kraft zurückgezogen wird. 
Die QrÖfse dieser Kraft sowie die Gröfae der Maeae wäre durch Ver- 
suche an der Tischplatte folgcndermafsen festzustellen: Man mease die 
vertikale Ausbiegung £ der Tischplatte an der Stelle des Aufli^epunktea 
des Kreisels auf Grund einer Belastung K uud berechne daraus, indem 
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man Proportionalität ztrischen Anebiegimg und Belastung vorausBetzt, 
diejenige Krait k, die zur Ausbiegung £ = 1 (etwa 1 cmj gehört. 
Ferner bestimme man die Dauer der freien Schwingungen r der Tiacb- 
pUtte und berechne daraus die „reduzierte schwingende Masse" der 
Tischplatte »i = v , ■ Diese reduzierte Masse ist zugleich die Masse 
unseres materiellen Punktes, den wir an Stelle der Unterlage substi- 
tuieren; die Kraft, mit der er in seine mittlere L^e zurückgezogen 
wird, ist — ij. Für das Folgende ist es aber unerläfsUch, auch diu 
Dämpfung der Schwingungen der Tischplatte zu berücksichtigen, hervor- 
gerufen teils durch Energieverwandlung im Innern der Platte, teils 
durch Energiezeratreuung nach aufsen, weil hiervon gerade der uns inte- 
ressierende Verbrauch an Bewegungsenergie des lüeisels abhängt. Wir 
denken uns deshalb auch das logarith mische Dekrement der Schwing- 
ungen der Tischplatte bestimmt und nennen dasselbe- ; darauf schreiben 
wir unserem Massenpunkte noch eine Kraft zu, die seiner Geschwindig- 
keit proportional und entgegengesetzt, nämlich gleich — A£' ist. Die 
&eien Schwingungen unseres Massenpunktes werden alsdann in allen 
Stücken den freien Schwijigimgen der Tischplatte ähnlich. Sie sind 
dorch die einfache Gleichung bestimmt: 
(1) mi" + H' +H-0. 

Wie aus der Einführung der Gröfsen m, h, k hervorgeht, ent- 
spricht allgemein zu reden das erste Glied dieser Differentialgleichung 
der Trägheit, das zweite der Dämpfung, das dritte der Elastizität der 
Tischplatte, Wollen wir ein schematiaches Bild unseres für die Tiscb- 
plattti substituierten Masaenpunktes haben, so können wir uns etwa 
folgende Vorrichtung denken: Eine masseulose Spiralfeder von verti- 
kaler Axe ist am unteren Ende auf einer unnachgiebigen Unterlage 
befestigt und trägt am oberen Ende den Massenpunkt m. Die Feder 
ist durch eine Filhrungs hülse an seitlichen Ausbiegungen behindert, 
kann aber in vertikaler Kichtuug verlängert oder zusammengedrückt 
werden. Der Verlängerung oder Zusammendrückung 1 widerstrebt sie 
dabei mit der Kraft ^ k; auTserdem wirkt im Innern der Feder oder 
an der Fühnrngshülse ein der Geschwindigkeit proportionaler Wider- 
stand, welcher bei der Geschwindigkeit 1 die Gröfse — h hat. Der 
am oberen Ende der Feder befestigte Massenpunkt m dient seinerseits 
dem unteren Ende der Kreiselase als Stütze. 

Unter dem Einflufs der Kreiselbewegimg kommen indessen nicht 
die durch die vorstehende Differentialgleichung beschriebenen freien 
Schwingungen unseres Massenpunktes (Tischplatte) sondern gewisse er 
Kwimgene Schwingungen zustande. Bedeutet R die Reaktion oder 



(IIO 



VII. Kinfiufs V 



eibunK, LunwideTMlatid , üüaaiir.itilt etc. 



den Druck des iu Bewegung befindLdien Kreisels auf die Unterlage in J 
vertikaler Richtung, so gilt für diese erzwungene Schwingung ersichtlich | 
(O m£" + /'£' + ^■£ = /f- 

Die Griifse von R folgt auB den allgemeinen Impulssätzen, hier aus 
dem Hut?, fflr die vertikale Seh werpunktsgeach windigkeit des Kreisels. 
Bedeutet z die vertikale Koordinate dos Schwerpunktes, von dem im 
Räume festen Punkt aus gewählt, so wird die Vertikal kompouente \ 
des EünKelimpulaeB (Schiebeimpulsea} Mt:^; ihre Anderungegeschwindig- 
keit ist gleich der Summe der in vertikaler Richtung auf den Kreisel 
wirkenden üufseren Kräften, d. h. der Schwere — Mff, wenn M die 
Kreiselmaßse ist, rnid dem Gegendrucke der Unterlage gegen den Kreisel 
— ]i. Man hat daher die Gleichung: 



, Me' 1 
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oder 
(2) 

ähnlich wi 
wird dahei 

(3) 



/! - - JK(j + «■•) 
1 dem Anhange zu Kap. VI Gl. (3) pag. Ü15. 



. Gl. (1-) ! 



«!{;'■ + A£'-hA-e + Jli/' + jW3 = 0. 
Wir nnterBcheiden des weiteren »wischen dem im ftaume festen ! 
Pankt (der natürlichen Lage unseres Massenpunktea m) und dem 
heweglichen Punkte P (Heiner augenblicklichen Lage zur Zeit t, die mit 
dem augenblicklichen Auflagepunkte des Kreisels auf der Unterlage /.u- 
sammenfällt), wobei OP gleich g ist. Von P läuft die Figurenaxe, die 
Knotenlinie etc. aus; in Bezug auf diesen Punkt werden wir die Euler- 
schen Winkel tp, ^, fr zählen. Die vertikale Scbwerpunktskoordinate J 
wird, wenn E den Abstand PS des Schwerpunktes vom Auflagepunkte 
l>edeutet, 

(_4) ^ = S+ £cosfr 

zu setzen sein. Gl, (3) kann daher auch so geschrieben werden: 
(5) {m + M) £" + H' + kl -f ME [-^ cos d + Jlf 5 = 0. 

Man erkennt ans dieser Gleichung, wie durcli Yermittelung der Reaktion. 
Jt die Bewegung des Kreisels mit der Bewegung unseres Massenpunktea 
m „verkoppelt" ist. 

Um die vollständigen Bewegungsgieichungen des Prolilenis zu erhalten, 
haben wir nunmehr die Drehung des Kreisels um den (selbst vertikal be- 
weglichen) Auflagepunkt P zu betrachten. Als äufsere Kraft kommt hier- 
bei nur die Schwere in Betracht^ die um die Enotenlinie dos Moment 
MgEsinlt' giebt, du die Reaktion Ü mit Bezug auf P das Moment 
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hat Hiernach bemifst sich die Änderung des Drehimpnlsea. Die Be- 
rechnang der Komponenten des letzteren geschieht nach der Regel der 
Lagrangeachen tileichongen; Man bilde den Aiiedruck der lebendigen 
Kraft und bestimme aus diesem die Impuls koordinaten durch Differen- 
tiation nach den Oeschwindigkeitskoordinateu. 

Der Ausdruck der lebendigen Kraft ist, da P beweglich ist, von dem 
Qblichen verschieden. Wir legen zu dem im festen Punkte kon- 
struierten Koordinatensystem xyz ein paralleles 3:, y, e, durcli <leu Punkt P. 
Dann gilt für die Koordinaten irgend eines Massenteilchens Ä»i des Kreisels 



mithin 



- {x'^ -f y'« -I- «'»J = 



» = ^1. « = «i + e, 



Summiert man Qber die ganze Masse des Kreisels, so darf man £' vor 
das Summen reichen ziehen. Man erhält so 

Hier ist T, die lebendige Kraft des Kreisels bei nihendem Aufl^e- 
punkte, also wie früher 

r, = 4 (*'* 4- t'' Hin»*) + y (V' + *'C08 »)'. 

Franer bedeutet .S'Awig, die vertikale Scbwerpunktskoordinate in dem 
System se^f/fZi, mnitipli ziert in die Gesamtmasse des Kreisels; man bat 
also ähnlich wie in Gl. (4): 

^Am^, =^ JtfBcosfr, ^A»wV = JW^J^cosff. 

Mitbin wird der Ausdruck der lebendigen Kraft: 

(ti) r = I {&'■' + sm^^t-') + ^(<p' + cos*^7 + ^ £'* 

Bezeichnet man jetzt die drei Impulskomponenten nach den Koordi- 
naten (p, ^ und 9 bezw. mit N, n und [9], so findet man 

N = ^-% = C {tp' -\- cos 9^'), w = £5 = ^ain*e-*'+co8«-A^, 

[G] = 1^ = A&' - MEt' sin 9. 

Die beiden ersten Impulskomponenten haben dieselben Werte wie bei 
festem Stützpunkte. Setzt man für diese die Lagrangeschen Gleichungen 
in der Form: 

d ST 



dt Bf' d^ 



= etc. 
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an, Bo findet man wie frUher 

N ^ const, « = conat. 
Dogmen lautet die dritte Lagrangesche Gleichung, nach dem Schema; 

d ST dT ., „ . ^ 

gebildet, jetzt folgeadermaTBen: 

ÄQ" - MEi,"am& - iW^g'fr'cos* - y^'^ + Ü/Eg'ft'coa» 
= MgEmi». 
Der Wert von cTJd» wurde z. B. in § 4 dieses Kapitels Gl. (4) in 
eine bequeme Form umgerechnet. Setzt man ihn in die vorige Glei- 
cliung ein, streicht die zwei gleichen Glieder der linken Seite gegen 
einander fort and dividiert durch sind', so ergiebt sich: 

Die Wirkung der Beweglichkeit des Stützpunktes oder, wie wir sagen 
können, seiner „Koppelung" mit der nachgiebigen Unterlage, besteht 
hiemach einfach darin, dafa zu der Pallbeaehleimigung g auf der rechten 
Seite unserer Gleichung die Beschleunigung des Äuflagepunktes hinzu- 
kommt. Die Bewegung um den vertikal veränderlichen Stützpunkt ver- 
läuft also ebenso, wie die Bewegung bei festem Stützpunkte, wenn man 
sich im letzteren Falle am Schwerpunkt aufser der Schwerkraft Mg 
noch die veränderliche Kraft M^" angebracht denkt. Indem wir diesen 
Gedanken etwas weiter ausspinnen und gewiss ermafsen umkehren, können 
wir s^en: Die Bewegung des schweren Kreisels um einen festen Stütz- 
punkt verläuft ebenso, wie die Bewegung eines der Schwere nicht unter- 
worfenen Körpers, dessen Stützpunkt mit der konstanten fieschleuuigung 
g in gerader Linie fortgeführt wird. 

Jedenfalls enthält Gl. (8) zusammen mit Gl. (5) die vollständige 
analytische Formulierung unseres Problems und liefert über die gegen- 
seitige Verkettung der beiden bewegten Systeme, Unterlage und Kreisel, 
den erforderlichen Aufschlufs, Bemerken wir noch: unser Problem hatte 
ursprünglich vier Grade der Freiheit, entsprechend den vier La^enkoor- 
dinaten £, ip, ii>, &. Durch die beiden Impulsgleichungen « = const., 
N = const. sind zwei Freiheitsgrade gewissermafsen eliminiert, so dafa 
wir nur mehr zwei Unbekannte ©■ und £ und zwei Bewegungsgleichungen 
(5) und (8) Übrig behalten. 

Übrigens hätten wir auch die GL (5) nach dem Schema der La- 
grangeschen Gleichungen bilden können, wenn wir von der vollständigen 
lebendigen Kraft unseres gekoppelten Systems T* — T + £'' aus- 



k 



S 9. Klastidtiit der Unterlage. 



613 



gegangen wären und dementsprecliend die folgende Lagrangesche Glei- 
cliiiug gebildet hätten: 



dt Zt 



H ' 



Hien'n setzt sich die auf die ^-Koordinate wirkende äufsere Kraft f. 
auB den drei Teilen: — k^, — Ä£', —Mg zusammen. Man erliält so: 

^^ (Mf - ME»'Bia» + mO = -/.£'-*?- Mg, 

was ersichtlich mit (5) Übereinstimmt. 

Es kommt nun darauf an, aus den Gleichungen (5) und (8) weitere 
SchJüsae zu ziehen. Hierbei werden wir uns von der Annahme leiten 
lassen, dafs ea sich um kleine Schwingungen handelt. Dies lehrt, wob 
die Unterlage betrifft, in allen Fällen der Augenschein; was die Kreisel- 
bew^ung betrifft, bedeutet unsere Annahme, dafa wir uns auf Be- 
wegungen vom Charakter der pseudo regulären Präceasion beschränken 
wollen. Es aind hiernach £ und & dauernd von gewissen mittleren 
Werten ^ und 9g wenig verschieden, so dafs die Differenzen 

2 = 5- §B. e = ff-»o 

als kleine Gröfsen behandelt werden kfiimen. Ob das Gleiche för die 
D iffer enti alquotienten 

Z'-e', e' = #', Z", e" 

gilt, lassen wir dahingestellt, da bei raschen Schwingungen (und um 
solche wird es sich handeln) die Differentialquotienten von höherer 
GrÖfsenordnung wie Z und 9 selbst sein könnten. 

Bestimmen wir zunächst die schon genannten Mittelwerte ^ und 
&„ passend. Diese seien gleich den möglichen stationären Werten 
unserer beiden Koordinaten, also gleich denjenigen Werten, die mit 
der Annahme 

nach unsem Gleichungen Terträglich sind. !Nach GL (5) und (8) er- 
giebt sich 

(9) kt, + Mg = 0, 

(10) (N-nc(,a%)(n- N coB»o) = AP Bin* %; 

^ bedeutet, wie man hiemach sieht, die dauernde Einsenkung der 
Unterlage unter dem Einfliifs des Kreiselgewichtes Mg und der ela- 
stischen Widerstandsfähigkeit k der Unterlage. Andrerseits ist &„ die- 
jenige Neigung der Figurenaxe, unter welcher bei gegebenem N, n und 
P = MgE eine genaue reguläre Pracession möglich ist. Um 9^ näher 
angeben zu können, dividieren wir (10) durch A'' und berücksichtigen. 
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dafa bei der pseudoreguläreD PräcoBsion .^i klein ist, sowie dafs der 
Impuls nahezu iii die Hichtuiig der Figurenaxe fällt. Von den beideä 
Faktoren linkerhaad 

1 — -,; COB &„, .-f — cos #n 

murs daher einer, nämlich der letztere, klein sein; wir setzen ihn gleich 
t, finden niiherungsweiae für den ersten Faktor 

1 — jr= COB fro = Bin* #0 = 1 — 

und berechnen nach (10) 

(11) .= 



AP 



AP 



6P f 1 . 



AP 



N'l 



' N ~ 






Diese und nur diese Neigung der Ereiselase ist bei einem nahezu in 
die Figurenaxe fallenden Impuls verträgHeh sowohl mit einer völligen 
Kühe der Unterlage wie mit völliger Schwank ungslosigkoit der Figurenaxe. 
Nach Einführung der neuen Variabein Z und vereinfachen sich 
die Gleichungen (5) und (8) bei Vemaehlässigung einiger offenbar 
relativ kleiner Glieder wie folgt: 

(12) (wi + -M)Z" + A2' + ÄZ = Jlfi,'(cos#o0'^+ 8in#(,0"). 



<'3) ^ + ^W.~ 



>-*.l(J'- 



"».) 



- MEZ". 



llior ist noch der Faktor von 6 in (13) auBKufabreli. Da der zu | 
differentiierende Ausdruck naci (10) gleich P ist, kanu man unter An- 
wendung der Hegel des lugarithmisclien Differentiierens schreiben; 



(•>■ 



Je; 



ijt»„)(JV-ncoBfrB) 



>'*o 



= -P 



JVBinfr„ 



N — n 



nö» 



)8«, 



n*. ) 



Hier ist der erste Summand in der { | der rechten Seite das Wesent- \ 
liehe. Derselbe ist nämlich nach (11) ) 
jin #^ _ Bing, _ 



ÄPei 



N 



wahrend die beiden Übrigen Summanden, die zusammen näherungsweim 1 
— 3cos&g/sin#n geben, dt^egen vernachlääsigt werden können. Uan f 
kann daher Gl. (13) mit hinreichender Genauigkeit so schreiben: 
ME 



(14) 



0"+^ 



6 = 



'" sin fr„Z". 



Dies ist eine lineare Differmtialgkichung mit konsfankn Kofff\giatten 
zwischen den beiden Unbekannten Ö und Z. Gl. (12) ist dagegen 
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wegen des Gliedes 0'' auf der rechten Seite nicht linear. Die mathe- 
nidtisclie Behandlung niclit linearer Gleichungen stÖI'st aber aof groCse 
Schwierigkeiten; es ist daher wünacheuswert nachzuweisen, dafs wir 
jenes Glied näherunga weise streichen können. 

Betrachten wir zonäehst unsere Gleichungen (12) und (14) unter 
der Annahme, dafs die Unterlage vSliig unnachgiebig sei {k = oo, 
Z = Z' = Z" = 0, kZ unbestimmt). Dann geht Gl. (14) über in 



6" + ^ 



r0 = 



und integriert sich durch = r { V M» ^° ^"'^ ^^ Periode der 

Schwankungen der Kreiselaze gleich 2w j^,, also bei grofsem N klein 
wird. (Man vgl. hierzu Kapitel V g 2, Gl. (15), wo dieselbe Periode 
gefunden wurde.) Gl. (12) wird in diesem Falle nichtssagend, da wie 
bemerkt A*Z unbestimmt wird; in der That ist jene Gleichung alsdann 
bei der Bestimmung der Bewegung entbehrlich. 

Annähernd wird nun auch bei etwas nachgiebiger Unterlt^e die 
Periode und die Form der Schwankung der Kreiselajte dieselbe sein, 
wie bei völlig starrer. Jedenfells werden wir, um die Gröi'senordnung 
von 0'^ und 0" in Gl. (12) abzuschätzen, den Wert von bei starrer 
Unterlage zn Grunde legen können. Dann erkennen wir: Wir dürfen 
nicht behaupten, dals wenn 9 klein ist, d. h. wenn die Schwingungs- 
amplituden a und b kleine Zahlen sind, auch 0' oder gar 0" klein 
seien, weil bei der Differentiation der grofse Faktor N/A bezw. 2^*/Ä* 
hinzutritt. Wohl aber dörfen wir behaupten, daTe 0'* klein ist gegen 
0", da sich die Sinus- oder Cosinusbestandteile beider im Mittel ver- 
halten wie o* : a oder wie 6* : b. Während also daa Glied 0'' absolut 
genommen grofs sein kann, so ist es doch relativ gegen das Glied mit 
0" belanglos. Wir achliel'sen daraus, dafs sein EintiuTs auf den Ver- 
lauf der Bewegung klein ist und halten uns dementsprechend für be- 
rechtigt, dasselbe in Gl. (13) zu streichen. 

Dem Folgenden dürfen wir jetzt die zwei linearen Differential- 
gleichungen 

[ {M -}- m) Z" + hZ' + kZ = MEem^oQ" 

(15) e"-h-^;e = ^^J^z" 



zu Grunde legen. Ihre Diskussion geschieht nach bekannten Regeln, 
die bei der Methode der kleinen Schwingungen (vgl. Kap, V, § 8) 
ständig angewandt werdeu. 



Han setze 

(16) Z=Ce^', e = Be^' 
und bestimme das VerbältniB der beiden SchwtngimgsamplitiideD C und 
B, sowie die Schwingungsfrequenz A durch Eintragen der vorstehenden 
Werte in die GL (15). Dabei ist es noch nötig, um vei^leichbare, 
d. h. gleichbenannte Amplituden in der Rechnung zu haben, von der 
Amplitude des Winkels 9 etwa zu der Amplitude des Schwerpunkta- 
auBschlages oder, was noch bequemer sein wird, zu der Vertikalpro- 
jektion dieser Amplitude überzugehen. Wenn B die Amplitude von 
G, ist die Amplitude der Schwerpunktabewegung EB und die vertikale 
Projektion derselben Esin&^B. Diese setzen wir gleich 

(17) i>=£Bin*o^. 

Die Gleichungen (15) lauten nun, nach Eintragen der Werte (16) I 
und (17): 

(18) 



(a'+ J*) D^vXW-, 



hierbei wurden die Abkürzongen benutzt: 
(19) A' = ^^4^, k' 



M+„ 



- M+n 



M+n 



Man bemerke hierbei, dafs v ebenso wie fi eine reine Zahl und 
zwar ein echter Brach ist. In der That wird nach einem bekannten 
Sftte über Trägheitsmomente das Trägheitsmoment A tär den Stütz- 
punkt gleich dem entsprechenden Trägheitsmoment für den Schwer- 
punkt vermehrt um ME'\ mithin ist MI? < Ä und daher v < 1. 

Aus den ÖL (18) folgert man: 



(20) 



= iKS- 



Die 

von J 

(21) 



beiden letzten Glieder dieser Gleichung liefern die Bestimmung 
Aj k berechnet sich als Wurzel der Gleichung vierten Grades, 

p7.i*=(A=+|^)(i* + A'A + ft'), 

Bo dais man vier mögliche Werte von A zur Verfügung hat, die wir 
k^...i.^ nennen und von denen je zwei konjugiert imaginär sein werden. 
Bei der Diskussion der Wurzeln gehen wir von der naturgemäTsen 
Annahme aus, dafa die Unterlage ziemlich unnachgiebig sei (fc nicht 
mehr oo, aber k' recht grofs, im Besonderen grofs gegen N'/Ä'). 
Dann ist nach GL (21) notwendig 
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entweder ^' "^ Ä^ ' ' ' ^^^ Wem 

oder l ■ ■ ■ sehr grofB 

Indem wir zunächst die erste Möglichkeit betrachten, setzen 
wir X*-\- N^fA^^i, berechnen unter VernachlÜsBigung höherer Potenzen 
Ton f zunächst den Wert von s und bestimmen daraus zwei Wurzeln 
unserer Gleichung, deren Näheningawerte wir A, und A^ nennen. Wir 



iV* 



= i* + — = - 



i±'*'x 



oder, da k' grofs gegen N*/A*, die rechte Seite also klein ist: 



■±'x i-i 



:^'^ll) 



mit der Abkürzung 



«-{'■-?)■+"-"• 



Die beiden andern Wurzeln unserer Gleichung finden wir durch 
Verfolgen der Annahme: i. sehr grofs. Wir setzen etwa Xjk^t 
und vemachKissigen «'*, t'*. Für e ei^ebt sich aus (21) mit Rück- 
sicht darauf, dafs k' grofs gegen N'/Ä' sein sollte, die quadratische 
Gleichung: 

1 — ftw + A'i' + A' e'* = 0; 
ihre Lösung ist: 

Hieraus ergeben sich die beiden folgender 

(23) 



4*"' 



-V :Fjyi(i-ft>)f- 



Das Wurzelpaar (A, , A,) läfat sich mit dem wenig verschiedenen 
Wertepaar -^ iNjA in Vergleich setzen, welches (s. pag. 615) den 
Schwingungen der Kreiselase bei völlig unnachgiebiger Unterlage ent- 
spricht Es unterscheidet sich von diesem namentlich durch den 
reellen Bestandteil 

1 t^*N', 

der als Folge der dämpfenden Wirkung der Unterlage anzusehen ist. 
Daneben ist auch der imaginäre Teil durch das Mitschwingen der 
Unterlage etwas modifiziert. Andrerseits können wir das Wurzel- 
paar (A,, Aj) mit denjenigen Wurzelwerten vei^leichen, welche den 
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Schwingimgeii der Unterlage bei Abwesenheit des Kreisele nach 61.(1) 
zukommen. Man erkennt auch hier eine IlUckwirkiing des Kroisela 
auf die Schwingungen der Unterlage, eine Rückwirkung, die sich 
übrigens, wie man leicht sieht, am einfachsten als eine scheinbare Ver- 
mehrung der Masse m des ursprünglichen schwingenden Systems auf- 
fassen läTst. 

Von hier aus können wir hinsichtlich des Charakters der ein- 
tretenden Bewegung folgendes schliefsen: Jedenfalls müssen sich die 
Schwingungen sowohl der Kreiselaxe wie der Unterlage ans Gliedern 
Ton der Form 

e^', e^', «*•', c*"' 
additiv mit konstanten Koeffizienten C, und ß^, deren Verhältnis durch 
Gl. (20) To rausbestimmt ist, zusammensetzen. Dabei werden sich die 
konjugierten Exponentialgri^fsen paarweise zu trigonometrischen Funk- 
tionen vereinigen und zusammen je eine Schwingungszahl und einen 
Dämpfungsfaktor definieren. Insbesondere bestand die Schwingung der 
Kreiselaxe, wenn wir von der Einwirkung der Unterlage absehen, aus 
ungedämpften, rein periodischen Schwingungen von der Schwingungs- 
zahl NßxA. Durch die Mitwirkung der ünterlcufe wird diese Schtcinifangs- 
eaiil etwas abgeändert, die Schwingung wird überdies gedänipft, sodafs sieaU- 
mäJdich aislerben mufs; dann aber üb^lagem sicfi den genannten nodi andere 
gedämpfk Schwingungen, die unter Vorausaäsiung einer ziemlich unnach- 
giebigen Unterlage {lc'>N^/A^ weamtlich höhere SchwingungsgaM hcdtm. 
Andrerseits sind, solange wir von der anregenden Wirkung des Kreisels 
auf die Unterlage absehen, <lie natürlichen Schwingungen der Unter- 
lage gedämpfte Schwingungen von sehr grofser Schwingungszahl. Dtirc/i 
die Mitwirkung des Kreisds wird ihre Schwingungseahl sowie ihre 
Dän^fung ebenfalls etwas aiigeändert und es überlagern sich diesen 
Scfiwingungen noch Vibrationen von geringerer Schicingimgseahl, deren 
Periode in der Nälie der natürlichen Schwingungaperiode der Kreisd- 
axe liegt. 

Es ist leicht einzusehen, dafs die langsamere der beiden Schwingungen, 
die der Eigenschwingung der Kreiselaxe naheliegt, in der Bewegung des 
Kreisels deutlicher zum Ausdruck kommen wird, wie iji der Bewegung 
der Unterlage und dal'a umgekehrt die schnellere Schwingung, die wir 
mit der Eigenschwingung der Unterlage verglichen hatten, in den 
Schwankungen der Unterlage stärker ausgeprägt sein wird, wie in 
denen des Kreisels. In der That zeigt Gl. (20), dafs für unser erstes 
Wurzfllpaar J. =■ A, oder A — A,, für welches K^-\-N*jA* klein ist, 
snch C klein gegen D ist; dafs dagegen für das zweite Paar A — A, 
oder K^X^, für welches i} -{- h' k -\- k' , wie man leicht nachrechnet, 
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gleich (ivl' ist, C gleich D/v wird, also gröraer ala D sein miila. 
Jedes unserer beiden Systeme, Kreisd und Unterlage, sckwittgt in da^- 
jenigen Periode stärker, die ihm die natürlichere ist. 

In der Beobachtung macht sich namentlich der Umstand geltend, 
doTs die Schwingungen des mit der Unterlage gekoppelten Kreisels 
gedämpfte Schwingungen sind. Er zeigt sich darin, dafs die kleinen 
Schwankungen der paeudoregnlären Präcession bald absterben und dafs 
die stationäre Bewegung der reinen regulären Präcession (Z = 0, = 
oder in unseren früheren Koordinaten geschrieben £=£o, 9 = #o) ^"^ 
Endzustand angestrebt wird. Wir sahen übrigens früher, dais auch 
andere dissipative Einflüsse (Reibung ira Stützpunkte) in ähnlicher 
Weiso auf eine Abnahme der Nutationen und auf eine Vereinfachung 
des Bewegiings Vorganges hinwirkten. Jedenfalls aber kommt dem Mit- 
schwingen der Unterließ in dem nunmehr erläuterten Sinne bei dieser 
Erscheinung eine wesentliche Rolle zu. 

§ 10. Anhang. EinöufB der Heibang auf den in der Horiüontal- 
ebene spielenden Kreis ol. 

In dem Anhange zum vorigen Kapitel Iiaben wir die Bewegung 
des auf der Horizontalebene frei beweglichen Kreisels unter Absehung 
von der Reibung behandelt. Indessen mufsten wir zum Sclilufs jenes 
Anhanges darauf hinweisen, dafs die wirklich zu beobachtenden Be- 
wegungen mit der dort gefundenen nur eine entfernte Ähnlichkeit haben. 
Der Grund liegt natürlich darin, dafs die Reibung, die wir dort ver- 
nachlässigt hatten, nicht eigenthch eine sekundäre korrigierende Be- 
deutung hat, sondern dais sie, man mag die Unterlage noch so glatt 
herstellen wie man wolle (Spiegelglasscheibe) , für den Charakter der 
Bahnkurve in erster Linie mafsgebend ist. 

Da sich nun die Bahnkurve des horizontal beweglichen Kreisels 
besonders gut beobachten läfst (s. u.), da sie femer wegen ihrer gesetz- 
mäfeigen und schönen Gestalt ein besonderes Interesse beanaprucbeu 
darf, so müssen wir wünschen, unsere früheren Betrachtungen durch 
Berücksichtigung der Reibung soweit zu vervollständigen, dafs sie zur 
allgemeinen Erklärung der wirklichen Erscheinungen geeignet werden. 
Allerdings werden wir hierbei von quantitativen Berechnungen im Sinne 
von § 4 und ö dieses Kapitels absehen imd den Einflufs der Reibung 
nur qualitativ diskutieren: ferner werden wir von einer erneuten Dis- 
kussion des Lnft Widerstandes etc. absehen, da dieser neben der gleitenden 
Reibimg an Wichtigkeit zurücktritt. 

Auch von dem jetzigen Problem gilt die Bemerkung, die wir 
früher für die Reibiinga Wirkungen überhiiapt gemacht haben: dafs 
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scheinbar gering^fSgige NebenumstäDde den Charakter der Bevegong 
stark beemflasBen können. So ist ea diirchatiB nicht gleichgültig, ob 
z. B, die auf der Unterl^e gleitende Spitze mehr oder minder zu- 
geschärft ist, ob die Unterlage gröfsere oder geringere Unebenheiten 
hat und Ähnliches. BeaonderB deutlich tritt die Wirkung solcher Ver- 
hältnisse bei einer Erscheinung hervor, die wir bei Benatzung einer 
Stahlspitze oÜ zu beobachten Gelegenheit hatten und die wir als den 
Vorgang des „Einwurzeins" bezeichnen möchten: Die KreiseUpitze 
g^ät in irgend eine fiir das blofse Auge kaum erkennbare Vertiefung 
der Unterlage, in der sie weiterhin festgehalten wird; der Kreisel spielt 
nicht mehr auf der horizontalen Ebene, sondern wird durch eine Ait 
nnsicbtbarer Pfanne gezwui^en, sich um einen festen Punkt wie bei 
unserem ursprünglichen Kreiselproblem zu drehen. Wann und wie 
dieses Einwurzeln statthat, läfst sich im Voraus nicht bestimmen. Nor 
so?iel ist a priori klar und wird durch die Beobachtung bestätigt, 
dafs eine zugeschärfte Spitze sich leichter einbohrt, wie eine ab- 
gerundete, die über vorhandene Vertiefungen der Unterl^e ev. hin- 
weggleitet, dafs eine rauhe und weiche Unter kge (Papier and be- 
sonders Pappe) für die gedachte Wirkung günstiger ist, wie eine harte 
und glatte Unterlage (Glasscheibe), ja daß eine berufste Glasscheibe, anf 
deren Oberfläche der Kreisel selbst durch ZusammenMnfung des Rufses 
Unebenheiten herstellt, wieder günstiger ist wie eine unberufete Scheibe, 
dals femer bei nahezu aufrechter Stellung von Figuren- und Drehaxe 
ein Einwurzeln häufiger stattfindet wie bei stärker geneigter Äxe, weil 
im ersten Falle die zur Hemmung des Auftageponktea erforderlichen 
Seitenkräfte kleiner sind und daLer leichter von der Unterlage her- 
gegeben werden können, wie im letzteren Falle, dafs endlich diese und 
andere Unregelmäfsigkeiten in der Bewegung um so leichter eintreten 
können, je kleiner die Abmessungen und die Massen des Kreisels sind^ 
je kleiner der ursprünglich erteilte Impuls war oder je mehr derselbe 
im Laufe der Bewegung abgenommen hat. Im Folgenden werden wir 
diese Erscheinnng des Einwuizelne, über die sich theoretisch nicht viel 
sagen l&Ist, ansschlieisen; wir setzen also eine hinreichend abgerundete 
Spibe auf hinreichend ebener und regelmätsiger Unterlage voraus. 

Wir wollen nun den allgemeinen Bewegungsverlauf schildern, wie 
er nnter dieser Einschränkung beobachtet wird. Da fallt zunächst^ 
im Gegensatz zu den Ei^bnissen unserer früheren reibungsfreien Be- 
trachtungen, ins Auge, dafs die Horizontalprojektion des Schwerpunkte« 
sich nicht, wie früher behauptet wurde, auf gerader Linie mit konstanter 
Geschwindigkeit bewegt (^entsprechend einer dem Schwerpunkt anfänglich 
erteilten horizontalen Geschwindigkeit), bez. dafs (bei der anfän^chen 
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horizontalen Scliwerpunktage seh windigkeit Null) der Schwerpuakt nicht 
auf einer festen Vertikalen bleibt, sondern dals er vielmehr kreiMförmige 
Bahnen beschreibt, die ungetahr der Bahn des Stützpunktes aul' der Unter- 
lage folgen. Es fällt ferner ins Äuge, dafs die Bahn des Stützpunktes, 
die wir früher als Kreis mit aufgesetzten Zacken beschrieben, im Mittel 
nicht einen konstanten Radius bat, sondern dals sich ihr Radius iti 
der Hegel verkleinert, unter Umständen, Bamentlich gegen Ende der 
Bewegung, allerdings sich gelegentlich auch erweitert. Die BahnJiurvi- 
des ^tül2punl-l€s und d)enso die des Sdmerpunicies ist also jetzt als eine 
meist sich verengende Spirallinie zu beschreiben. Die einzehien Win- 
dungen der Spirallinie legen sich in der Regel nicht ineinander, 
sondern mehr oder weniger nebeneinander, was auf die Deutlichkeit 
der entstehenden Figur sehr günstig wirkt. Die Spirallinie erscheint 
daher in einer gewissen Richtung seitlich auseinandergezogen Man 
könnte in dieser Erscheinung die Folge einer dem Schwerpunkt 
ursprünglich erteilten Anfangsgeschwindigkeit erblicken wollen; in- 
dessen lehrt die Beobachtung in unzweideutiger Weise, dafs es sich 
hierbei lediglich um die Wirkung geringer Neigungen und Unregel- 
mäJfligkeiten der Unterlage handelt. In der That konnten wir durch 
absichtliches Schiefstellen der Unterlage eine beliebig starke Aus- 
einanderziehung der Spirallinie bewirken; die Richtung, in der die 
Windungen der Spirale fortschreiten, fällt dabei nicht mit der Richtung 
grölster Neigung auf der Unterlage zusammen, sondern weicht vermöge 
der Kreisel Wirkung in bestimmtem Sinne von jener ab. Hinsichthcli 
der Winkelgeschwindigkeit, mit welcher die aufeinander folgenden 
Kreise der Bahnkurve durchlaufen werden, der „Präcessionsgeach win- 
digkeit", lehrt die Beobachtung in unzweideutiger Weise, dafs diese im 
Verlauf der Bewegung etwas zunimmt, dafs wir es also mit einer etwas 
beschleunigten Präcesaion zu thun haben. Endlich wollen wir noch 
als ein allgemeines Ergebnis der Beobachtung erwähnen, dafs die Nu- 
tationen der Kreiselase, welche zu den Auszackungen der Bahnkurve 
des Stützpunktes Anlafs geben und dadurch viel zu dem eigenartig 
interessanten Eindruck dieser Kurve beitragen, bei den Experimenten 
ihrer Qröfae nach immer sehr gering sind, so dafs sie den gleich- 
mäl'sigen Verlauf der Bahnkurve nur unwesentlich unterbrechen. Wäh- 
rend wir also im vorigen Kapitel auf die Nutationen der Kreiselaxe 
besonderen Wert legten und sie durch trigonometrische Funktionen 
annäherten (bei strengerer Rechnung wären sie durch elliptische oder 
gar hyperelliptische Integrale daraus teilen J, werden wir jetzt bei Be- 
sprechung der Beobachtungen von diesen Nutationen überhaupt ab- 
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Zum Beleg fiii' die vorstehende Schildemng der ru beobachtenden 
Vorgänge geben wir in den naclisteh enden Figuren j;wei Beispiele von 
Balinhurveu des ätOtzpunktes zweier vcrachiedetier Kreisel, welche beide 
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Rerbstthätig aufgezeichnet und nledann photographiech reproduziert 
wurden, bo dafa xie als unmittelbare Beobschtungsdokumente gelten 
kßnnen. 

Die erste derselben wurde uns von Lord Kelvin gütigst zur Ver- 
fügung gestellt. Er liefs sie entstehen, indem er auf dem Zeichenpapier 
einen Kreisel spielen liefs, der nach unten hin in einen Bleistift 
auslief. Wir sehen hier die nUmähliche Verengerung der Buhn des 
Stutzpunktes, wie sie oben beBchrieben wurde. Die einzelnen Windungen 
der spiraltgcn Bahnkurve legen sicli in der Figur von links nach rechts 
neben einander. Die Verkleinerung des KrUmniungsradius der Bahn 
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hält in diesem Beispiele bis zum Schlüsse an, wo der Impuls bereits 
stark geschwächt ist uud die Linienfüliniiig der Balm etwas unsicher 
und unregelmiifBig wird. Die Kurve läuft aeblielslich in einige ge- 
setzlose Zacken aus, die dem Umfallen des Kreisels entsprechen. Über 
eine geeignete H erste lluugs weine solcher sei bstregistri er ender Kreisel 
berichtet C. Barus*), 

Wir selbst fanden es beim Studium dieser Erscheinungen bequem, 
eine benifste Spi^elglasplatte als Unterl^e zu benutzen, auf der sich 
die Spur des Kreisels deutlich markiert, oder, wo wir eine stärkere 
Reibuugs Wirkung wünschten, bemfates Schreibpapier. Als Kreisel dienten 
uns einige kleine, ziemlich leichte Uhrrädchen mit Aze (Abstand des 
Radmittel puuktea vom Stützpunkt ca. 1 cm, Durchmesser des Rädchens 
5 cra. Gewicht 15 gr, die stählerne Auflagespitze bei den verschiedenen 
Exemplaren mehr oder minder zugeachiirft). Von einem solchen Kreisel 
ist unsere zweite Figur auf einer berufsten Glasplatte aufgezeichnet; die 
hier gegebene Reproduktion ist das Negative des Originals, bei dem 
sich die Bahnkurve als helle Linie auf dem dunkeln Gnmde des Rufses 
abhebt. Unsere zweite Figur zeigt deutlichere Nutatiouen wie die 
erste, im Übrigen liifat sie wieder die Spiralfomi der Bahnkurve und 
eine gewisse Seiten Verschiebung erkennen, die namentlich gegen Ende 
der Bewegung als ein schon ziemlich unregelmäfsiger Auslanf in die 
Augen iällt. 

Nachdem wir uns in solcher Weise durch das Experiment vor- 
urteilslos orientiert haben, gehen wir nun an die theoretische Er- 
klärung des Beobachteten. 

Entsprechend der durch die Beobachtung festgestellten Gering- 
fügigkeit der Nutatiouen werden wir über den Charakter der Bewegung 
die vereinfachende Annahme machen, dais dieser in jedem Augenblick 
als priicssions-ähtüich angesehen werden kann. Unter einer regulären 
Präcessiou soll dabei jetzt eine Bewegung verstanden werden, bei der 
die Figurenaxe unter einem konstanten Winkel ■& gegen die Vertikale 
geneigt ist und hei der sowohl der Schweri)unkt wie der StQtzpunkt 
des Kreisels je einen Kreis mit konstanter Geschwindigkeit um die- 
selbe vertikale Gerade beschreiben. Präcessions-ähnlich wird eine Be- 
wegung entsprechend dann heil'seu, wenn der Neigungswinkel ■& nur 
langsam veränderlich ist und wenn die Bahnen von Stützpunkt und 
Schwerpunkt nahezu kreisförmige und nahezu gleichförmig durchlaufene 
Spiralen werden. 

Hinsichtlich der Gestalt des Kreisels an der Unters tütznugsstelle 
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mögen die beim Kreisel mit festem Punkte (§ 3) eingeführten Vor- 
stellungen gültig bleiben: das untere Knde des Kreisels laufe in eine 
Halbkugel von kleinem Rndius p ans; der tiefste Punkt der Halbkugel, 
welcher kein individueller Kreiselpunkt ist sondern in jedem Augen- 
blicke wechselt, ist der StüLejmnld V. Während der senkrecht über 
P gelegene Milldpunkt der Halbkugel in § 3 ein fester Punkt war, 
beschreibt derselbe jetzt bei der regulären Prilcession einen Kreis. 
Legen wir durch P eine Ebene aenkrecht zur augenblicklichen ßotations- 
aze, so schneidet diese unsere Halbkugel in einem Kreise, den wir 
den „Stützkreis" nennen können; die sämtlichen Punkte diesee Kreises 
werden nämlich, sofern die augenbli(;kliche Uotationsaxo im Kreisel 
nicht zu schnell wechselt, nach einander die Rolle des Stützpunktes über- 
nehmen , indem sie durch die Rotation nach einander in die Lage des 
tiefsten Punktes der Halbkugel übergeführt werden. 

Als Gesetz der Reibung — es soll sich lediglich um gleitende 
Reibung handeln — legen wir wieder das Coulonibsche Gesetz (§ 2) 
zu Grunde. Der Reibungs widerstand W im Stützpunkte ist danu eine 
horizontale Kraft von der Gröfse [ili, wenn R den Gegendruck der 
Unterlage gegen den Kreisel bedeutet. Letzterer ist, wie pag. 515 
auseinandergesetzt wurde, allgemein gleich M{ti + z"), wo z" die 
Schwerpunktsbeschleunigung bedeutet; im besonderen wird also bei 
einer präcessions-ähnlichen Bewegung hinreichend genau: 
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Richtung und Sinn des Reibungäwid erstand es hängen von der Richtung 
des Gleitens im Stützpunkte ab. Um letztere zu bestimmen, werden 
wir vorübergehend den Mittelpunkt der genannten Halbkugel zum 
„Bezugspunkt«" wählen und die Bewegung des Kreisels in eine Parallel- 
verschiebung, deren Geschwindigkeit mit der Geschwindigkeit des 
Punktes übereinstimmt, und eine Drehung um eine Axe durch 
zerlegen. Der Punkt P erhält auf diese Weise die beiden Geschwindig- 
beiten « und ■ F; v sei die Geschwindigkeit der Parallelverscbiebung, 
oder die Geschwindigkeit von 0, V <liejenige Geschwindigkeit, die P 
vermöge der Drehung um erhält. Fallt, wie wir annehmen wollen, 
die augenblickliche Drehaxe durch nahezu mit der Figurenaxe zu- 
sammen, so liegt die Richtung von V nahezu senkrecht zur Figuren- 
axe und es wird die Grulse von V gleich dem senkrechten Abstand 
des Punktes P von der Figurenaie, d. i. gleich psin* multipliziert 
mit der augenblicklichen Drehgeschwindigkeit des Kreisels um 0. Die 
Richtung des Gleitens wird dann durch geometrische Zusammensetzung 
der beiden Gesell windigkeiten v und K gefunden — durch geometrische, 
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nicht durcli algebraiscbe Znaammeneetzung, weil, wie wir sehen werden, 
die Richtungen von v und V notwendig gegen einander geneigt sind. 
Man wird nun drei Fälle unterscheiden können, nämlich 

1) r>v, 2) V-v, 3) V<v. 

Fall 1) wird bei raecher Rotation des EreiBeU der normale sein; 
je gröiser nämlich die Rotation, nm ao grÖfser wird die der Rotation 
entsprechende Geschwindigkeit V des Stützpunktes und um ao kleiner 
wird, nach den Resultaten bei der reibungsfreien Bewegung zu urteilen, 
die Präceaeionsgeschwindigkeit und daher auch die Geschwindigkeit v 
werden. Bei hinreichend starker Rotation wird man sogar v gegen V 
Temachlässigen und die Richtung dea Gleitens mit der Richtung von V 
identifizieren können. 

Fall 3) wird sich einstellen, wenn im Verlaufe der Bewegung die 
Eigenrotation durch die Reibung bereits beträchtlich geschwächt ist. 
Dann ist die Geschwindigkeit v fQr die Beatimmang der Gleitrichtnng 
mafagebend. 

Im Grenzfalle 2) findet, wenn wir die Gleichung V= v nicht nur 
als eine Bedingung für die Gröfse, aondera auch für die Richtung der 
(in entgegengesetztem Sinne zu zählenden) Geschwindigkeiten v und V 
auffassen, Überhaupt kein Gleiten statt. Bei entgegengeaetzter Gleich- 
heit von V und V ist nämlich der augenblickliche Stützpunkt in rela- 
tiver Ruhe zur Unterlage; es rollt dann der augenblickliebe Stützkreis 
ohne Gleiten auf der Unterlage ab. Ob aber im Verlauf der Bewegung 
dieser Grenzfall sich überhaupt vorübergehend realiaiert, ist zweifel- 
haft und hängt von den Anfangsbedingungen ab. 

Wir untersuchen zunächst den normalen Fall 1) des Näheren. 

In Fig. 93 haben wir diejenigen Kreise verzeichnet, welche der 
Schwerpunkt S und der Punkt nach Voraussetzung bei der präceasions- 
ähnlichen Bewegung annähernd beschreiben. Beide Kreise sind durch 
senkrechte Projektion in die den Kreisel tragende Horizontalebene ver- 
legt. Die Rotation finde annähernd um die Figurenaxe im Sinne des 
Uhrzeigers statt. Die Projektion dea im Schwerpunkte konstruierten 
Drehimpulses auf diese Axe sei dementsprechend N > 0. Dann findet 
auch die Präceaaion des Stützpimktes von oben gesehen im Uhrzeiger- 
sinne statt. Letzteres können wir aus unseren früheren Ergebnissen 
bei VemachläsaigUDg der Reihung entnehmen. Die Winkelgeschwindig- 
keit p' der Knotenlinie, welche zugleich die Winkelgeschwindigkeit 
bedeutet, mit der der Stützpunkt um die (bei unserer früheren Be- 
trachtung festej Vertikale durch den Schwerpunkt rotiert, hatte (s. z. B. 
Öl. 1,31) von pag. Ö26) im Mittel den Wert 
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ist alBO positiv bei poBitivem N. Sicherlich wird der Sitm der 1 
PräcesBionsbewegung durch die Reibung nicht umgekehrt werden 1 
können. Hierdurch iat die der Bahn von in Fig. 93 beigegebene ] 




Pfeilrichtung gerechtfertigt. Dieselbe Pfeilrichtung kommt ersichtlich j 
auch der Schwerpunktsbahn zu. Wir werden aber auch die Grofae ] 
der in (2) genannten Präcession-sge seh windigkeit auf den vorliegenden [ 
Fall übertragen dürfen, da die Reibung auf dieselbe nur einen in^ 1 
direkten Einflufs (durch Verkleinerung von N) hat. 

Die oben eingeführten Geschwindigkeiten u und V sind jetzt nach j 
Richtung und Örofse leicht angebbar, v bat die Richtung der an die J 
Bahn von im Punkte P gelegten Tangente und ist in unserer Figur j 
von P aus nach hinten gerichtet. V liegt ungefähr senkrecht zur J 
Figurenaxe und ist hei dem festgesetzten positiven Hotationssinn in 1 
unserer Figur nach vorne gerichtet. Der Gröfse nach ist, wenn r„ den I 
Radius der Bahn ron bedeutet, 

(3) '-'.*■-'."-'/- 
Femer folgt aus dem Eigenimpuls N die Gröfse der Rotation um die i 
Figurenaxe gleich NjC (C = Trägheitsmoment um die Figurenaxe) und 
hieraus nach obigem angenähert: 

(4) Y-„,m»^- 
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Wir setzen voraus, dafa nicht nur, entsprechend der Bedingung des 
Falles 1), V gröfser als v, sondern dafß V grofa g^eu v sei. Dies 
besagt nach {3} und (4) 

Bei hinreichend grofsem Eigenimpuls und hinreichend schräger Figuren- 
axe wird diese Bedingung in der That erfüllt sein. 

Zugleich mit V steht unter der Annahme (5) auch der Reibungs- 
wideratand W annähernd senkrecht auf der Figurenaxe; dem Sinne 
. nach ist er in unserer Figur nach hinten gerichtet. Mit der Gröfse 
und Richtung von W hangt aber die Schwerpunktsbewegung aufs 
engste zusammen. Da nämlich W die einzige horizontale Kraft ist, 
die anf den Kreisel wirkt, so ist die Horizontalheschleunigung des 
Schwerpunkts zu W parallel und gleich W/M = (ig (s. Gl. (1)). Be- 
schreibt, wie wir annahmen, der Schwerpunkt nahezu einen Kreis mit 
annähernd konstanter Geschwindigkeit, so ist die Schwerpunkts- 
beschleunigung nahezu zentripetal, also senkrecht gegen die Kreis- 
Peripherie nach innen gerichtet. Da diese Richtung andrerseits genau 
parallel zur Richtung von W und daher nahezu senkrecht zur Richtung 
der Figurenase steht, so folgt, dafs die Projektion der Figurenaxe auf 
die tragende Horizontalebene den Schwerpunktskreis valitzti tangieren 
mufs. Und zwar entspricht von den beiden Tangenten, die in Fig. 93 
von der angenblickliehen Lage von P an den Sehwerpunktskreis ge. 
legt werden können, offenbar die ausgezogene vordere Tangente den 
Verhältnissen des in Rede stehenden Falles 1). Der Schwerjmtikt bleibt 
also hei der Burchlaufitng seines Kreises immer etwas hinter dem Stütz- 
punkte zurück; die Figurenaxe schneidet nicht die Vertikale durch den 
Mittelpunkt nnserer Kreise, sondern dreht sich in tcittdschiefer Lage 
um dieselbe herum. Auch die Gröfse des Seh werjiunkts kreis es folgt 
nun leicht aus der Grölse der Schwerpunktsbeschleunigung. Letztens 
ist einerseits bekanntlich gleich r,iii'', andrerseits wie oben bemerkt, 
gleich [ig. Man hat also 

Der Sehwerpunktskreis ist um so gröfser, je gröfser der Eigenimpuls 
und je kleiner das Schweremoment P — MgE ist; aufserdem nimmt 
seine Gröfse natürlich mit abnehmendem Reibungskoef6zienten fi ab 
und reduziert sieh bei verschwindender Reibung auf Null, in Uberein- 
stimraung mit früheren Ergebnissen. Auch die Grölse des vom Stütz- 
punkt beschriebenen konzentrischen Kreises ist hiemach bekannt. Man 
hat i^mlich nach Fig. 93: 
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(7) r„* = r.'+ (Eain#)*. 

wo Eain^ die Projelction der Länge OS in die Horizont&lebene be- 
deutet. Dieser Kreis wird im allgemeinen nur wenig grÖiser sein wie 
der Schwerponktskreia. 

Nachdem die Schwerpunktsbewegimg bestimmt ist, haben vir die 
Drehung um den Schwerpunkt zu besprechen. In welchem Sinne wird 
dieselbe durch die Reibimg W beeinflul'st? Wir konatniieren uns zu- 
nächst das Reibungsmoment iDI(K') mit Bezug auf den Schwerpunkt. 
VemacbläBsigen wir den Abstand p der Punkte und P, so enthält 
die durch S und W gelegte Ebene annähernd die Figurenaxe. Der das 
Reibungsmoment darstellende Vektor, welcher als Lot auf dieser Ebene 
7,a konstruieren ist, steht daher annähernd senkrecht auf der Figuren- 
axe und ist in der durch die Figurenaxe gelegten Vertikalebene unter 
den Verlmltnissen unserer Figur 93 schräg nach «fen gerichtet. Der- 
selbe setzt sich nun mit dem vorhandenen Drehimpulse in der Weise 
zusammen, dal's sieb der Impuls in jedem Zeiteiemente dt um dJ=3}lilt 
ändert. Der Impuls, der aniüfaerod die Richtung der Figurenaxe hat, 
wird dadurch nach oben hin abgelenkt. Der Imjmls richtet sich durch 
die Beibungstpirkung allmählich auf. Um von hieraus zu Bchliefsen, dab 
auch die Figurenaxe sich aufrichtet, erinnern wir an die Scblufsweise 
von pag. 556, wonach die Rotationsaxe annähernd der Impuleaxe folgt, 
während die Fignrenaxe in schuellem Zcitmafs um die Rotationsaxe 
herumgeführt wird, so dafs ihre mittlere Lage mit der Lage der 
Rotationsaxe annähernd übereinstimmt. Wir erkennen hieraus weiter, 
dafs die Figitrenaxe dauernd in der Nähe des Impulses bleibt, sich alxo 
ebenfalls aufrichtet. 

Natürlich ist neben dem Reibungsmomente 'Sit{W) das Moment 
des Gegendruckes 9Ji(fi) zu beröcksicbtigeu; dieses hat eine horiKontole 
Axe und giebt in der vom reibungstreien Falle her bekannten Weiae 
indirekt zu der Präcession des Kreisels Anlafs. 

In erster Annäherung bleibt die GrÖfse des Impulses vermöge der | 
Ueibunga Wirkung ungeändert, da der Impuls-Endpunkt (vgL Fig. 
aunäherud senkrecht gegen die Figurenaxe und daher auch annähernd 
senkrecht gegen die Impuls richtung fortschreitet. Es ist aber klar, 
dafs auf die Dauer der Impuls dennoch geschwächt werden mufs. 
Denn einerseits wird bei der Hebung der Figurenaxe Arbeit gegen 
die Schwerkraft geleistet, andrerseits geht an der Unterlage dauernd 
Reibungsarbeit verloren. Diese Arbeits Verluste müssen aus der leben- 
digen Kraft des Kreisels gedeckt werden, also teils aus der lebendigen 
Kraft der Schwerpuuktsbewegung, ttuls aus derjenigen der Drehbewegung. 
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Soll dieselbe abnehmen, so mufs N abnehmen. Zu dem gleichen 
Resultat werden wir offenbar geiiihrt, wenn wir annehmen, daTs die 
Ärbeitsverluste auf Kosten der lebendigen Kraft der Drehbewegung 
vor sich gehen. Denn der Hauptbestandteil dieser Iel)endigeD Kraft 
ist wie bekannt N^I2C'. Während also der Eigenhnpwis N in erster 
Näiienirtg konstant bleibt, tau/s er in zweiter Nälierung langsam ah- 
nekmett. 

Die allmähliche Verminderung von N bedingt aber weiter, dai's 
sich die PräcesBionsgeschwindigkeit ili' nach GL (2) beschleunigt und 
ferner nach ül. (6), dafs sich der iladius des Schwerpunktskreises ver- 
ringert. Hieraus folgt nach Gl. (7), dafs auch der Radius des vom 
Stützpunkte beschriebenen Kreises r„ abnehmen mul's, der übrigens in 
geringerem Grade auch durch das Aufrichten der Figurenaxe (Ver- 
kleinerung des Winkels ■&) verkleinert wird. Diese Ergebnisee stimmen, 
wie man sieht, mit den vorangestellten Resultaten der Beobachtung 
flberein. 

Wir fassen unsere Betrachtungen wie folgt zusammen: Im Fallel) 
[¥> V oder besser V grofs gegen v] läuft der Schwerpunkt auf einem 
Kreise, dessen Itatiiiis sich aÜmiädich verkleinert, also genauer gesagt, 
auf einer sich verengernde» Spirale, und ewar mit almekmender Ge- 
sckmttdigieit. Bas Gleiche gilt von dem SiütepunJcte P oder dem Halb- 
hugdmittelputikte 0. Die Figurenaxe, die ursprünglich unter dent Winkel 
& windschief an der vertikalen Milldlinie des Schwerpunktskreises vorbei- 
geht, richtet sieh im Verlauf der Bewegung durch den Einßufs der Beibung 
immer mehr auf. 

Wir wollen in ähnlicher Weise den Fall 3) n < K diskutieren. 
Hier ist die Geschwindigkeit v für den Sinn des Gleitens raafsgebend; 
unter den Verhältnissen unserer Fig. 94, wo v im Punkte P nach 
hinten gerichtet ist, wird der Reibungswiderstand W nach vom ge- 
richtet sein. Halten wir an unserer Annahme fest, dafs der Schwer- 
pimkt sich nahezu gleichförmig auf einem Kreise bewegt, so mufs 
seine Zentripetalbeschleunigung wieder nach Richtimg imd Gröfse gleich 
W/M sein. Die Zentripetalbeschleunigung mufs also in Fig. 94 ebenso 
wie W nach vom gerichtet sein, d. h. S mufs sich auf dem hinteren 
Halbbogen des Schwerpunktskreises befinden. Der Schwerpunkt eilt 
jetzt dem Stütspurtkt im Sinne der Bewegung etwas voraus. Die Figuren- 
aie geht abermals an der durch den Mittelpunkt des Schwerpunkts- 
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kreises gelegten Vertikalen windschief vorbei. Dagegen können wir 
nicht mehr wip im Falle 1) behaupten, dafs W nahezu aentreoht zur 
Figurenaxe steht; es ist de§- 
halb in Fig. 94 die in die 
Horizontalebene projizierte 
Figurenaxe nicht wie vorher 
als Tangente sondern als 
Sekante an den Schwer- 
punktskreis gelegt. Für die 
Grölse des Schwerponkta- , 
kreises gilb wie vorher die 
Formel (6). 

£s handelt sich ferner 
um den Einflufs der Reibung 
auf die Drehbewegung. Hier 
Liegen die Verhältnisse dem 
Sinne nach umgekehrt wie 
im Falle!). Da der Reibungs- 
widerstand in unserer Figur 
nach vorne gerichtet ist, 
giebt er im Schwerpunkte 
ein Moment, dessen reprä- 
sentierender Vektor echriig 
nach unten verläuft. Der Impuls-Endpunkt wird also durch die Reibungs- 
wirknng jetzt nach unten abgelenkt. Der Impulsvekior und (bei Hinzu- 
nahme der Überlegung von pag. 555) auch die Fit/urenaxe werden sich senken. 
Vm auch hier die Arbeitsverhältniase zu berücksichtigen, bemerkeo 
wir, dafs durch die Senkung der Figurenaxe Arbeit gewonnen, dafs da- 
gegen durch den Reibungswiderstand dauernd Arbeit verbraucht wird. 
Wahrscheinlich wird die letztere ArbeitsgrÖfse überwiegen, sodafs im 
Ganzen die lebendige Kraft und insbesondere der Eigenimpuls weiter 
abnimmt. Wir sahen oben, dafs hieraus eine Verkleinerung des Schwer- 
punktskreises und weiterhin eine Verkleinerung der Bahn des Stütz- 
punktes folgen würde. Andrerseits würde die zimehmende Neigung der 
Figurenaxe bei ungeändert bleibender Schwerpunktsbahn eine Ver- 
gröfserung der Bahn des Stützpunktes bedingen. Welcher von beiden 
Umständen mehr EinfluTs auf die GrÖfse der Hahn des Stützpunktes 
haben wird, läfst sich allgemein nicht entscheiden, Thatsachlich be- 
oba<!htet man gegen Ende der Bewegung bei geschwächtem Eigen- 
impuls N zuweilen eine Erweitening, zuweilen eine Verengerung der 
Bahn des Stützpunktes. 
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Als hauptsächliches Ergebnis dieaei- allerdings eehi unsicheren 
Betrachtang ist zu betonen: Dh Figurcnaxe »m/s sich im Falle 3) 
senken. Hierbei kann es nicht ausbleiben, dafs der Kreisel schlielslich 
mit seinen oberen Partien die Unterlage beröhrt and nach einigen un- 
regelraärsigeii Auslaufsbewegungen zur Ruhe kommt. 

Hinsichtlich des Grenzfallea 2) v = V wollen wir uns kurz fassen. 
Dieser kann sich nur vorübergehend und, da wir die den Fall defi- 
nierende Gleichung als Bedingung sowohl filr die üröfse wie für die 
Richtung der Geschwindigkeiten v und V auffassen wollten, nur unter 
besonderen UmBtänden einstellen. Da in diesem Greuzfalle der Stütz- 
punkt an der Unterlaß überhaupt nicht gleitet, 30 ist die eventuell 
vorhandene Reibung als eine Reibung der Ruhe {vgl. § 2) zu bezeichnen. 
Man hat aladaun uach Coulomb W-^ ^n^'Jj *^o ^j, den Reibongskoei^- 
zienten der Ruhe bedeutet. Insbesondere ist es möglich, daf^ die 
ruhende Reibung gleich Null wird, weun nämlich der Schwerpunkt, 
dessen Beschleunigung auch jetzt nach Richtung und Gröfse, gleich 
WjM sein mufs, in Ruhe ist, wenn also der Schwerpunkts kreis sich 
auf einen Funkt zusammengezogen hat. In diesem Falle ist es denk- 
bar, dafs der Kreisel seine Präcession ausführt, genau so wie auf einer 
idealen glatten Ebene, die wir im Anhange zu Kapitel VI voraussetzten, 
dafs also die Figurenase weder steigt noch fällt. Eine solche Be- 
wegung könnte sogar beliebig lange andauern, wenn nicht andere hier- 
bei aufser Betracht gelassene Einliüsae (rollende Reibung, Luftwider- 
stand) die Bedingungen des Falles 2) stören und den Übergang zu dem 
Fall 3) bedingen würden. 

Die Unterscheidung der vorangestellton drei Fälle F>«, V=v, V<Cv 
haben wir einer Note vou Archibald Smith*) entnommen, in welcher 
überdies namentlich der Eindufs der besonderen Form des Auflager- 
endes diskutiert wird. Um unsere früheren Reibungsbetrachtungeu iu 
diese Fallunterscheidung einzuordnen, bemerken wir, dafs beim Kreisel 
mit festgehaltenem Punkte natürlich i; = ist. Hier befinden wir 
uns also notwendig unter der Bedingung des Falles 1). Dementsprechend 
fanden wir früher, dafa vermöge der gleitenden Reibung die Figurenaxe 
des Kreisels mit festem Punkte sich allemal aufrichten müsse. Eine 
Behandlung des vorliegenden Reibungsproblems findet sich, soweit es 
die Drehung des Kreisels um seinen Schwerpunkt angeht, auch in dem 
bekannten Buche von Jellett**), jedoch mit dem Unterschiede, dafs 

*) Note on the theor; of tbe Bpinning top. Cambridge Mathematical Jonraal 
Vol. 1 (18*6) p»g. il. 

**) Theorie der Reibung, deutsch von Lfiioth und Schepp. Leipzig 1B90, 
Kapitel 8, pag. 19». 
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hier die Richtung dea Gleitens allein nach der Geschwindigkeit V 

beurteilt und das Vorhandensein der Ge ach windigkeit v überaeheD wird. 
Indem also Jellet gewissermafBen die Geschwindigkeit v gleich l^uU 
setzt, befindet er sich gleichfalls unter der Bedingung des Falles 1) 
und zeigt dementsprechend durch Rechnungen, die uuBerer obigen 
qualitativen Überlegung als Stütze dienen können, dafs die Figurenaxe 
sich aufrichten milsae. Nimmt man andrerseits an, dafs der Kreisel 
nach unten hin in eine absolut scharfe konische Spitze ausläuft, so 
wird der Stutzpunkt ein Punkt der Figurenaxe, nämlich eben diese 
Spitze sein: alsdann ist bei reiner Rotation um die Figurenaxe V= 
und wir befinden uns stets im Falle 3). Infolgedessen würde bei 
absolut zugeschärfter Äuflagestelle die Figiirenase unter allen Um- 
ständen durch die Reibung gesenkt werden. 

Die hier gegebene Behandlung ist sowohl nach theoretischer wie 
nach experimenteller Seite hin reichlich unvollständig. So haben wir 
es nach theoretischer Seite überhaupt vermieden, die mit lleibungs- 
gliedem behafteten Differentialgleichungen der Bewegung aufzuschreiben, 
weil wir uns bei der Unsicherheit der physikalischen Grundlagen keinen 
der Mühe entsprechenden Nutzen für das Verständnis des wirklich Be- 
obachteten aus eingehenderen analytischen Entwickelungen versprachen. 
Nach experimenteller Seite haben wir uns mit der Aufzeichnung der 
Bahnkurve begnügt, welche der Unterstützungspunkt auf der Unter- 
lage beschreibt, dagegen haben wir genauere Messungen über die zu 
jeder Bahnkurve gehörige ImpulBgröfse, über die Abhängigkeit der 
Bewegung von den Anfangsbedingungen, von der Form der Auflage- 
fläche etc. unterlassen müssen. Das letztere Versäumnis scheint uns 
im vorliegenden Falle schwerer zu wi^en, wie das erstere; wie wir 
denn allgemein wiederholentlich betonen möchten, dafs das Verständnis 
der wirklichen Bewegungevorgänge, sofern dabei ReibungseinllüsBe 
vorherrschend sind, mindesteUB ebeuBo sehr durch Beobachtung wie 
durch Rechnung zu fordern ist. 
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Kapitel VlII. 

Anwendnugen der Kreiseltbeorie. 

Abschnitt A. Astronomische Amvendnngen. 

§ 1. Die Pi^eMion der Erdaxe, im AnsoMuTs an eine Idee von 
Oaufa bebandelt. 

Entsprechend der dominierenden Stellung, welche die astrono- 
nomiBchen Anwendungen in der älteren mathenttittHC-hen Litteratur 
einnehmen, ist das Problem der Rotationaersclieiuungen des Erdkörpers 
von hervorragendem Einflufs auf die Entwickeluiig der Kreiseltheorie 
überhaupt gewesen, wie sich unter Anderem in der auch von uns über- 
nommenen Nomenclatur: reguläre Präcession, Nutation, Knotenlinie 
erweist. Fast die sämtlichen Namen der mathematischen KlaBsiker, 
allen voran Newton, dann Euler, d'Alembert, Laplace, Lagrange, 
Poisaon, finden wir mit der Geschichte dieses Problems verknüpft. 

Die Theorie der astronomischen Präcession ist sehr einfach, wenn 
man sich auf eine erste AnuäberuDg beschränkt, sehr kompliziert, wenn 
man eine erschöpfende Behandlung anstrebt. Der letztere Standpunkt 
wird in den Lehrbüchern der Astronomie*) eingenommen, auf den 
ersteren müssen wir uns im wesentlichen stellen. Lediglich um dem 
nicht -astronomischen Leser einen Einblick in die mühsainen und be- 
wundernswert gründlichen Methoden der Astronomie zu verschaffen, 
wollen wir zum Schlufs dieses AbscIinitteB einige Resultate der ge- 
naueren Theorie hersetzen. 

Die Schwierigkeit wächst ganz aufserordentlich , wenn wir den 
Boden der abstrakten Dynamik verlassen imd den Erdkörper nicht 
mehr als absolut starr unseheu. Die Diskussionen, die dann auftreten, 
sind heute noch keineswegs abgeschlossen. Wir werden diese Dinge 
für den folgenden Abschnitt aufsparen und zunächst an der Annaiime 
der Starrheit festhalten. 



*) Wir beziehen ona im Folgenden auf TiBBerami, M^canique i^leete, t, II, 
Chip. SS — 37. In g 194, pag. U2 berichtet Tieeeraiid über die Geschichte den 
ProblentB und den Anteil der oben genannten Klaseilier an seiner Erforacluuig. 
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Die Methode, der wir uns bedienen werden, ist einem von (ibuTb 
angegebenen Verfahren zur Berechnung der aäknlaren Stömngen der 
Planeten bahnen nachgebildet, 8ie bat den Vorzug grol'ser Anschaulich- 
keit und liefert die einzelnen Bestandteile der LÖmmg schrittweise nach 
der Reihenfolge ihrer Wichtigkeii Auf das vorliegende Problem scheint 
sie kiäher nicht angewandt zu sein. Gaufs selbst leitet seine Hethode 
durch die Bemerkung ein, dafs „die SäkularvGriiudenmgen einer Plaueten- 
bahn durch die Störung eines anderen Planeten dieselben sind, der 
störende Planet mag seine eil ip tische Bahn nach Keplers Gesetzen 
wirklich beschreiben, oder seine Masse mag auf den Umfang der 
Ellipse in dem Mafse verteilt angenommen werden, dafs auf Stücke 
der Ellipse, die sonst in gleich grofsen Zeiten besehrieben werden, 
gleich grol'se Anteile an der ganzen Masse kommen". 

Diesen Gedanken wollen wir uns zu eigen machen und erweitem: 
Wir wollen nicht nur die Masse des störenden, sondern spater (§ 2) 
auch die des gestörten Körpers, wo dieses wönschenswert ist, langa 
seiner Bahn verteilf*n, die wir dann als starren Ring behandeln, and 
werden nicht nur die säkularen, sondern auch, bei Zugrundelegung einer 
anderen Masaenverteilung, die periodischen Störungen (§ 3) zu finden 
lernen. 

So wie Gaufs seine Methode auseinandergesetzt hat, dient sie zur 
f/e»amn Bestimmung der säkularen Störungen (wenigstens derjenigen 
erster Ordnung). Indem wir auf die von Öaufs beabsichtigte Ge- 
nauigkeit verzichten, werden wir sie dadurch vereinfachen, dafe wir 
zunächst von der Excentricität der Bahn, d, h. hier der Sonnen- und 
Mondbahn absehen, diese also als kreisförmig voraussetzen. Damit 
fällt aber zugleich die in dem Gaufsischen Citat vorgesehene Ungleich* 
fömiigkeit der Massen Verteilung fort, welche ja der ungleichförmigen 
Bewegrmg auf der Ellipse entsprechen sollte, und macht einer gleich- 
förmigen Verteilung anf dsr Kreisperipherie Platz. 

Der wichtigste Teil der Rotati onsersch ei niingen der Erde ist die 
Vräcessionshewegunij. Die kinematischen Verhältnisse derselben sind 
ims im Groben schon von früher her (pag. 50) bekannt: Die Erdaxe 
bildet mit der Normalen zur Ekliptik einen Winkel von 23'/," {ge- 
nauer zur Zeit 23* 27' 7", welche Zahl aber selbst langsam veränderlich 
ist) und dreht sich unter diesem Winkel um die besagte Nonnale in 
ca. 26000 Jahren einmal herum. Zusammen mit der täglichen Um- 
drehimg der Erde stellt diese Asenbewegiing eine reguläre Präceseion 

*) Detenninatio attractionis etc., Uex. W. Rd. S, ]iag. 331 und 1167. Eh iit 
diei diesellie Ahh and lang, welche die cmägc direkte Mitteilnng von Ganfs Über 
seine Theorie der elliptischen Integrale enthält. 



Die Piäceaaion der Erdaie. 
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ira früheren Sinnp dar u. zw. eine retrograde: Betrachten wir nämlich 
den Vorgang von derjenigen Seite der Ekliptik aus, nach welcher der 
Nordpol der Erde hinweist, so findet 
die Drehung der Erde um ihre Figiiren- 
axe entgegen dem Sinne des Uhrzeigers, 
die Drehung der Erdaxe am die Normale 
der Ekliptik im Sinne dea Uhrzeigers 
statt (b. die nebenstehende Figur; die 
drei Pfeile, welche bez. der Figurenaxe 
der Erde F, der Normalen N nnd der 
Ebene E der Ekliptik beigegeben sind, 
deuten die Richtung der Erdrotation, der 
Präceesion der Erdaxe und der schein- 
baren Sonnenbewegung an); der achmale 

Polhodiekegel, dessen Grofse pag. 50 ermittelt wurde, rollt im Innern des 
Herpolhodiekegels ab (vgl Fig. 8 von pag, 52 sowie Fig. 100a). 

Diese Verhältnisse ebenso wie die Zahl 26000 sind der Beobachtung 
natürlich nicht direkt zugänglich. Letztere bezieht sich vielmehr auf 
die Schnittpunkte der Ekliptik mit der Aquatorebene, welche he- 
kanntlieh FriiUings- und Herbst- Äquinoktialpunkte {Tag- und Nac/it- 
gleichen-PanMe) heifsen imd deren Verhindungsgerade die Knotenlinie K 
ist. Aus der Präeessionabewegung der Erdaxe folgt nun, dafs sich 
auch diese Punkte im Sinne des Uhrzeigers, d. h. entgegen dem Sinne 
der scheinbaren Sonnen bewegung um die Nonnale der Ekhptik herum- 
bewegen imd zwar, wie die Beobachtimg zeigt, in jedem Jahre um den 
Betrag von ca. 50"- Hieraus berechnet sich rückwärts die angegebene 
ungefähre Periode von 26 000 Jahren. Es ist nämlich die Zeit eines 
vollen Umganges der Äquinoktialpunkte, also auch die Zeit, in der 
die Erdaxe die Normale der Ekliptik einmal umkreist, gleich 
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= ca. 26 000 Jahren. 



Wir fragen nun, wie weit diese Erscheinimg durch die bisherige 
Theorie des schweren symmetrischen Kreisels erklärt werden kann. 
Dafe es sieh um nichts anderes, als eine Wirkung der allgemeinen 
Gravitation auf die am Äquator wulstförmig aufgetriebene, rotierende 
Erdmasse handelt, hat schon Newton*) erkannt und damit einen der 
wichtigsten und bewundernswertesten Belege seiner Theorie geschaffen. 

Da die ins Spiel kommenden Anziehungskräfte nur von der gegen- 
seitigen Lage der Himmelskörper abhängen, dürfen wir uns den Schwer- 



*^ Philosoph iae naturalis principia matbematica. 
XXI, Theor. SVU, 



Tom. in, Prop. 
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pimkt der Erde als fest and die übrigen HiDinieUkörper relativ g^en 
die Erde bewegt denken. Von diesen werden wir nur diejenigen Körper 
ta berücksichtigen brauchen, welche entweder durch ihre überwiegende 
GrÖJäe oder durch ihre geringe Entfernung von der Erde ausgezeictinet 
sind, d. b. nur die Sonne und den Mond. Znj ToUständigen Bob&ndlang 
der Botati otiserscheinongen der Erde wäre es erforderlich, die wechselnde 
Gröfse der Anziehungskraft infolge der wechselnden Entfernung beider 
Körper vun der Erde und die wechselnde Richtung der Kraft infolge 
des Fortschreitens der Körper auf ihren Bahnen zu berücksichtigen. 
la dieser Allgemeinheit werden wir aaf A&s l*roblein im dritten Para- 
ffmfhen mrflckkommen. Wir werden uns dort das zeitlich veräiider- 
hdm PufcentiiLl der Sonnen- und Mondanziehung V(l\ in eine trigono- 
e Beilw mioh der Zeit t entwickelt denken und die den einzelnen 
H Sonnenomiaufs, des Umlaufs der Mondknoten etc. ent- 
pa!riodiaeh«n Glieder für sich betrachten. Das konstante 
HT Bi^B üefint im Besonderen die säkulair EirnrirkuHg \ 
■1 Mmd aaf dis Erde, welches als Folgeerscheinuiig die 
idaft ätarsHMnade Präi-essinnsbewegung der Erdaxe ergebt. 
V ^ Atav St^« auf jene allgemeiner« Betrachtung nur hir 
«aBm wir ans bod des anschaulichen Gaufsischen Verfaluvoa 
I gerade den in Frage kommenden säkularen Teil aus , 
I AaaidiangBwirkung aussondert. 

ans also die Masse von Sonne und Mond anf ihren ' 
gegen die Erde ausgebreitet, und zwar gleich- 
da wir diese Bahnen als Kreise voraussetzen 
Dm Radius der Kreise entspricht dem mittleren Erd- 
I Sonne und Mond. Wir haben auf diese Weise statt der 
I Sonnen- und Momlanziehung die Anziehung eines unendlich 
dSaiten ^Soiuien- nnd Mondringes" von gleichförmiger Dichte zu unter- 
sucben. Femer wollen wir fürs Erste von der Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, welche bekanntlich ungefähr 5* beträgt, absehen 
und ans den Mondring in die Ebene des Sonnenringes hineingedrehi 
denkea (s. Fig. 06, wo den fraglichen Bingen die in der Astntnomi» 
SUktea Zeiehen f3r Sonne 0, Mond d und Elrde ^ beigegebaa 
sind!). Aadi über die Bcsriiaffenheit der Eide wollen wir v^rein^K^iende 
Annahmen machen. Wie verabredet setzen wir sie als starr und 
aaTMrdem als Rotationskörper um die Kord - Sudpol - Axe von den Träg- 
heitsmomenten C und A voraus, wobei wegen der Anfbauchung an 
Äquator OA ist F&r die Berechnung amtlicher Trägbeitswirkuaff« 
kommt es nnn aof die besondere Form der Erde in keiner Webe an; 
jeder andere Körper von denselben Trägheitsmomenten C, A, A u div 




Die PräcesBion der Erd&xe. 
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Stelle der Erde gesetzt, würde sich hinsichtlich aller Trägheitswirkungen 
bei der Rotation genau so verhalten wie die Erde. Aber mehr als 
das: Wir behaupten, dafs es auch bei der Berechnung der Änziehungs- 




wirkimgen von Sonne und Mond lediglich auf die GrÖlBe (1er Trägheits- 
momente ankommt, sofern wir uns mit einer gewissen Näherung 
begnügen. 

Zum Beweise denken wir uns das Anziehungepotential der wirklichen 
Erde auf einen änfseren, hinreiclieud entfernten Punkt /', i.. B. einen Punkt 
des Sonnen- oder Mondringes hingeschrieben. Dasselbe hat die Form 
^ , wo m ein Massenelement der Erde ist und die Summatioo 
sich auf die ganze Erdmasse erstreckt Hier wird man 1/r nach Po- 
tenzen der Verhältnisse X/r^, r/r^,, Z'ir^ entwickeln, wobei unter 
X Y Z die Koordinaten des Massenelementes m verstanden werden, als 
Koordinaten-Anfangspunkt der Mittelpunkt (Schwerpunkt) der Erde 
gedacht wird und i\ den Abstand des Punktes V vom Erdmittelpunkte 
bedeutet. Diese Reihe konvergiert sehr schnell, weil die genannten 
Verhältnisse in unserem Falle höchstens gleich dem Verhältnis Erd- 
radiuB durch Radius der Mondhahn sind. Man wird daher, wenn mau 
keine gtoi'ae Genauigkeit anstrebt, die Reihe mit den Gliedern nied- 
rigster Ordnung abbrechen dürfen. Die Gheder erster Ordnung ver- 
schwinden bei der Summation über die Erde, falls man als Koordinaten- 
anfang den Schwerpunkt gewählt hat. Die Glieder zweiter Ordnung 
weisen nach Ausitihmng der Summation als Koeffizienten die Gröfsen 
Um X-, £7n XY, ..., d. h. die Trägheitsmomente und Trägheitsprodukte 
(oder Centrifugalmomente) der Erde auf Läi'st man insbesondere die 
Koordinaten axen mit den Hauptträgheitsaxen zusamnienfalleu , so redu- 
ziert sich die Zahl der quadratischen Glieder auf drei und ihre Koeffi- 
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zienten werden die drei Hauptträgheitamomente. Daraus folgt aber, 
dafa in erster Annäherung, d. h. bei BerQcbaiGhtigung lediglich der 
tilieder niedrigster Ordnung, alle Körper von gleicher Lage der Haupt- 
axen und gleicher Gröfse der Hauptträgheitsmomente sich auch hin- 
sichtlich der Gravitationswirkungen gleich verhalten müssen. Wir 
können also auch in dieser Hinsicht fiir die Erde einen beliebigen 
anderen Kiirper substituieren, falls nur das TrägheitseUipsoid desselben 
mit dem der Erde identisch ist. ' 

Für viele Zwecke ist es üblich und nützlich, sich die Erde durch 
ein ideales Rotationsellipsoid ersetzt zu denken. In unserem Falle ist 
aber eine andere Wahl vorzuziehen: wir denken uns eine vollkommene, 
homogene Kugel, welche am Äquator mit einem gleichförmig mit 
Masse belegten Gürtel versehen ist. Es sei a das Trägheitsmoment 
der Kugel für einen ihrer Durchmesser und m die auf unserem Gürtel, 
dem „Erdringe", ausgebreitete Masse. Wir haben es nun so einzurichten, 
daiä diese Kombination, Kugel und Ring, dieselben Hauptträgheits- 
momente C und A besitze, wie die wirkliche Erde, um in ihr einen 
für unsere Zwecke vollkommenen Ersatz der wirklichen Erde zu haben. 
Es ist aber das Trägheitemomeut des Riogea um die Nord-Süd-Axe 
gleich m-R', das um eine äquatoriale Äxe gleich '4mi£', unter R den 
Erdradius verstanden. Mithin haben wir zu bewirken, dafs 

I mR' + a = A 
wird: wir haben also zu wählen: 



(1) 



^2(C-4) 



- 2A - C. 



Weiter ist aus Symmetrierücksichten klar, dafs die Kugel vom 
Tr^heitsmomente a bei der Berechnung des Drehmomentes der an- 
ziehenden Wirkung von Sonnen- und Mondring nicht in Frage kommt, 
dafs wir vielmehr nur den Erdring zu berücksichtigen haben. Femer 
lehrt die mechanische Anschauung ohne Weiteres, dafs Sonnen- und 
Mondring in gleicher Weise bestrebt sein werden, den Erdring in die 
Ebene der Ekliptik hine inzudrehen. Die betr. Drehkraft hat die 
Knotenlinie zur Axe und wirkt, von derjenigen Seite der Knot«nliuie 
gesehen, welche den Frühlings -Tag- und Nachtgleichen - Punkt trägt, 
um diese Axe entgegen dem Sinne des UlirzeigerB, gerade so wie die 
Schwerkraft bei einem symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt 
unter dem Stützpunkte liegt. Wir wünschen die GrÖfse dieser Dreh- 
kraft zu berechnen. 



§ 1 Die PriLceBBion der Elrdaxe. 039 

Sei m, die Masse, r^ der RadiiiB des Sonnenriuges und ^j ein in 
der Ekliptik etwa von der Knoteulinie aus gezählter Winkel, welcher 
die einzelnen Punkte des Sonnearingea unterscheidet (a. Fig. 96). Die 
analoge Bedeutung mögen m^, r^, ^. für den Mondrbg haben. Endlich 
sind dieselben Grufsen für den um den Erdäquator herunigelegteu 
Erdring: m (s. oben), R (Erdradius) und qi (ein in der Äquatorebene 
voo der Knotenlinie aus gezählter Winkel). 

Der Winkel zwischen Erdring und Ekliptik heilse & (= 23'/," ca.). 
Wir legen rechtwinklige Koordinaten sc, y, z zu Grunde, indem wir die 
«Richtung rait der Normalen der Ekliptik, die ar-Richtung mit der 
Knotenlinie zusammenfallen lassen; dann wird für den Sonnen- und 
Mondring: 

x, =- r, cosit,, y, = r, siu^i, 2, = 0, 
ar, = r, costf',, y, = r, ain^,, «, = 0, 
während wir für den Erdring haben: 

X = R cos ip, y = Rsia<p cos &, z = Rainip sin 9. 
Um das Anziehnngspotential des Sonnen ringes auf den Erdring zu 
bilden, berechnen wir 

i-^[(j,-i)'+(j/.-!,)' + (2-r)'r^=(r,»4-Ji'-2Jtr,s]-i, 

g ^ "^i"! T yyi + ""i ^ costf", coa<p + ain^, ainq) eoB*, 

und entwickeln — nach Potenzen der kleinen Gröfse — , indem wir 
nur die Glieder bis zur zweiten Potenz incl. hinschreiben: 

Dieser Ausdruck ist nach «', und <p, d. h. über den Sonnen- und Erd- 
ring zu integrieren. Dabei wird 



/srf^i = 0, /s'(/^i -= it{eoa^cp + siu'qp (i08*#), 
I ilq> I s*dt, = 3c'(H-cos'a'). 



tDas gesuchte Potential lautet daher, unter /" die Gravitationskonstante 
rerstandeD : 



„ j. t Cdm, dm ,. ni, m C j ■ / ' j 



s s\ 



-n^(^ + i^'i^+<^'^'^) 
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Dasselbe hängt, wie wir sehen, nnr von dem Winkel & ab; also ' 
die ÄDziebang nur auf eine Änderung des Winkels &, d. h. auf eine 
Drehung um die Knotenlinie hin , wie wir schon oben erkannten. Die 
Gröfse dieser Drehkraft ist dabei in erster Annälierung, d. h. bei der 
schon vorher genannten VemachläsBigung der höheren Potenzen von - 

(2) ';^'_-{/-'^'^5™»oo.ff. 

Endlich drücken wir die Masse th des Erdringes durch die Trägheita- 1 
momente 6' und A des Erdkörpera aus (s. Gl. (1)) und erhalten: 



(2-) 






Ebenso ergiebt sich das vom Mondringe herrührende Drehmoment xa 



(2") 



ar, 



8 m,(C-A) 



Bin 9 cos fr. 



Die genannt« Drehkraft ist daher gleich der Summe dieser beiden 
Ausdrücke, d. h. gleich 



wenn zur Abkürzung 

(3) i'--~nc-Ä){^. + ^.\ 

gesetzt wird. Wir haben somit im vorliegenden Falle für die äufsere , 
Drehkraft einen ganz ähnlichen Wert {Psin^coa^, P<0) gefunden, 
wie früher beim schweren symmetrischen Kreisel, dessen Schwerpunkt . 
unterhalb des Stützpunktes lag (P sin », P< 0). 

Wir machen uns nun klar, daß unter dem Einflufs dieser Dreh- 
hmft die reifuläre. Präcession äJitUick wie früher eine mögliche Be- 
wegwngsfomi darstält. Gleichzeitig merken wir an, dafs sie ebenso- 
wenig wie früher, die allgemeinate mögliche Bewegungsform giebt. 
(Die Frage, ob es sich bei der Erde um die besondere reguläre Prä- 
cession oder um die allgemeine pseiuhregulärit Präcession handelt, bildet 
den eigentlichen Gegenstand des folgenden geophysikalischen Abschnittes. 
Indem wir den Leser auf diesen verweisen, werden wir im gegen- 
wärtigen Abschnitt die Bewegimg der Erde und ebenso die des Mond- 
ringes ab reguläre Präcession behandeln.) Dabei stützen wir uns am 
einfachsten auf das d'Alembertsche Prinzip (Kap. III, § 4), nach 
welchem bei jeder möglichen oder „natürlichen" Bewegung des Kreisels 
die Trägheits Wirkung der äiilseren Drehkraft dauernd das Gleichgewicht 
hält. Die Trägheits Wirkung des symmetrischen Kreisels bei der regu- 
lären Präcession wurde p^. 175 zu 
(4) A'= ~ 6>v8infr-(C-^)v*8in*coBd 



§ 1 Die Prilceaaion der Erdue. 
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gefimden; dieses Moment hatte die Knotenlinie zur Axe, ebemao wio 
im Torliegendeti Falle die äulsere Drelikraft Psinf^cosd. Das besagt« 
Prinzip Terlangt also: 
(5) K+ Faia»coB» = 0. 

In Gleichung (4) bedeutet v die Processi onagesch windigkeit, d. h. 
die Winkelgeschwindigkeit, mit der sich die Erdaie um die Normale 
der Ekliptik dreht; fi ist die Winkelgeschwindigkeit der Erde bei 
ihrer täglichen Umdrehung, gemessen von der Knotenlinie aus. Als 
ünbekanute haben wir die Grölse v anzusehen. Unsere Gleichung 
liefert für dieselbe zwei Werte (wie früher bei der PräceBsionsbewegung 
des symmetrischen Kreisels, pag. 178); da P (b. u.) sehr klein ist, wird 
der eine dieser Werte ebenfalls sehr klein, der andere von der Gröfsen- 
ordnung von fi. In unserem Falle kommt nur der erstere Wert für 
die Präcessionsgesch windigkeit in Betracht, da die Beobachtungen un- 
zweideutig zeigen, dafs v erheblich kleiner als fi ist. Gleichzeitig be- 
rechtigt uns eben diese Kleinheit des Verhältnisses v.fiia Gleichung (4) 
das zweite Glied gegen das erste zu vemaphläasigen und Gleichung (5) 
einfacher folgendermalsen zu schreiben: 
(5') Cfiv = Pcoa». 

Hieraus ergiebt sich als theoretischer Wert für v: 

Die recht« Seite läTst sich für die numerische Rechnung bequemer 
gestalten, wenn wir sie mit Hülfe des dritten Keplerschen Gesetzes um- 
formen. Der präciseste Ausdruck desselben ist bekanntlich die Gleichung 



.(-» 



"il 



hier bedeuten m und m' die beiden Massen des Zweikörperproblems, 
a die halbe grofse Axe der Keplerschen Ellipse, T die Umlaufszeit. 
Wenn wir von der Excentrizität absehen, wird a mit dem mittleren 
Abstände r identisch. Für die Bewegung der Erde um die Sonne er- 
giebt sich hieraus, da die Masse der Erde gegen die der Sonne ohne 
Weiteres vernachlässigt werden darf: 

m ^?. = G?)- 

und für die Bewegung des Mondes um die Erde 



(T) 



f 



JB-f" 



oder f - 



M + 



•t, [tJ ■ 



GleicliaDg (6) Bcbreibt eich daranfltin folgendermaTBen: 
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Aas (lieBer Formel wollen wir non einige nnmerisclie Schlüsse zielieik 
Zunächst läfst sich der von der Sonne herrührende Bestandteil der 
PräcesBion (i',) mit dem von dem Monde herrührenden (v,) vergleichen. 
Wir hahen nämlich ersichtlich m 



i^.^')^- 



Hier ist T^ : T^ das Verhältnis des (siderischen) Mondnmlaufs zum 
(siderischen) Jahre, d. h. ungefähr gleich 21%:3Gb'l,. Für das Ver- 
hältnis der Erdmasse zur Mondmaase werden wir den Wert 82 zu Orunde 
legen. Infolge dessen ergieht sich ■ 

^' = 0,47 oder ^ = 2,13. " 

Der Beitrag des Mondes mr Präcessionserscbeinung ist also tcegen seiner 
geringen Entfernung trotz seiner geringen Masse tnehr als doppelt so pro/s, 
wie der der Sonne. 

Berechnen wir nun die heiden Bestandteile einzeln. Wir haben 

aC — A 



(«) 



- Gff* 



= 2,13 ■ 



Es ist aber fi, die Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehung, glei 

— 2a dividiert durch die Länge des Stemtagea*), also (tT, gleich 

— 2« multipliziert mit der Anzahl der Stemtage, die auf ein Jahr 
kommen. Diese Anzahl ist bekanntlich um 1 gröiäer wie die Anzahl 
der Sonnentage. Somit wird ftT, = — 2ä ■ 366'/,. (Das negative 
Zeichen rührt daher, dafs die Drehung der Erde entgegen dem Sinne 
des Uhrieigers stattfindet.) Wir müssen ferner den Wert von —^ — 
kennen. Indem wir uns eines gewissen Zirkels schuldig machen (s. § 4), 
wollen wir dafür den Wert -i- acceptieren. Nehmen wir als Zeit- 
einheit das Jahr au, so ergiebt sich schliefslich, in Bogensekunden 
ausgedrückt: 
(9) f, = 3« 






cos 88,6° 



*) Diese Angabe ist nicht gann genau. Da n&miicb die Wink<:lge8cb windig- 
keit ft ebenso wie der Eulersctae Winkel ip, deaaeo zeitlicber Differentialquotient 
sie ist, von der Knoteolinie aue zu meisea ist and dieae aicb, eben wegen der 
Präceuaion, entgegen dem Sinne der Erdrotation verachiebt, ao wird /i in Wirk- 
licbkeit etwa« giOrser auBfallen. Die obige Angabe beiiebt aicb eigentlicb anf 
die wahre Umdrebangageach windigkeit r, die dritte Komponente den Drebungs- 
vektors (p, ry, r). Da aber r -^ ip -]- i:oe 9 tli' . da ferner 9''= )< 
wird die Dificreny. xwiacben r und n gleich vcOBd', welche Qrörae wogen 
IHeinheit von v l'ür unaere Zwecke nitlit in Betracht kommt. 



igen dai ^^ 



g 2. Der HflckgBrDg der Mondknoten. 

IHe Knotenlinie dreht sich also wegen der Sonnettanziehung allein im 
Laufe eines Jahres um 16" voricäris. 

Ferner ergiebt sich nach GL (8) 
(9") t'g = 2,13 ■ 16" = 34". 

Wegen der Mondaneiehung allein dreht sich also die Snotenlinte 
während eines Jahren um 34". Der Gesamtbetrag der Präcession ist 
miätin 
(10) t/, + V, = 50". 

Soviel über die Erklärung und die ungefähre Gröfsenbestimmung 
der Präcession. Zum Vergleich mit Späterem wollen wir noch die 
Bewegung der Erdaxe durch Angabe der EulerBcheo Winkel tf' und # 
beechreiben. Dem bisherigen Grade der Äimüherung entspricht die 
folgende Darstellung; 

^ ■' U = 23''27'7"; 

die Grö&e i^g bleibt hierin unbestimmt; sie hängt davon ab, von 

■welchem Punkte der Ekliptik wir den Winkel i 



§ 2. Der Rückgang der Mondkuoten. Grato Erweiterung der 
GaoTBiBOhen Methode. 

Die Mondbahn fällt bekanntlich nicht genau mit der Ebene der 
Ekliptik zusammen, wie wir bisher annahmen, sondern bildet mit ihr 
einen Winkel von ca. 5" (genauer gesagt einen Winkel, der zwischen 
5°0' und 5" 18' schwankt). Ihre Schnittpunkte mit dieser Ebene sind 
die Mondknoten, die Verbindungslinie derselben heifst die Knotenlinie 
des Mondes. Diese Knot«nlime führt nun unter dem Einflufs der 
Sonnenanziehung eine, ini Sinne der Mondbewegung gerechnet, rück- 
läufige Bewegting aus; sie dreht sich um die Normale der Ekliptik 
ebenso wie die Knotenlinie der Erde im Sinne des Uhrzeigers, aber 
mit erheblich gröfserer Geschwindigkeit, nämlich in ca. IS% Jahren 
einmal um. 

Wir können auch diese Knotenbewegnng in Zusammenhang mit 
der Kreise itheorie bringen uud können ihren zahlenmäfsigen Wert von 
da aus bestimmen. Allerdings müssen wir dabei wesentliche Punkte 
aus der Theorie des Mondes als bekannt voraussetzen. Wir müssen 
nämlich von vornherein wissen, dafs die von der Sonne hervorgerufene 
hauptsächliche Stiiniug der Mondbahn in einer Bewegung ihrer Knoten 
bei Un Veränderlichkeit ihrer Neigung gegen die Ekliptik besteht. Wir 
müssen fenier wissen, dafs die (bekanntlich ziemlieh grofse) Exceu- 
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trizität der Mondbahn, von der wir im Folgenden notgedrungen ab- 
sehen werden, die Gröfse der Knotenbewegimg nicht erheblich beeia- 
flufat, so dafs die Knotenbewegung einerseits und die von der Excen- 
trizität herrührenden Störungen der Mondbahn andre reeits für sich 
berechnet werden können. In unserer Betrachtung fehlt aho, mathe- 
matiach gesprochen, der Existenzbeweia für die Mondknotenbeweguiig; 
was wir aus der Kreiseltheorie entnehmen können, ist lediglich die Be- 
rechnung der Gröfse dieser Bewegung unter Vorausaetzung ihrer Existenz. 

Wir halten im Folgenden an unserer früheren Vorstellung einea 
Sonnen- und Mondringes fest, die wir uns beide als starr tmd fcreis- 
f5rmig denken. Der von uns knastruiorte „Erdring", dessen Anziehung 
wir nachträglich gleichfalls berücksichtigen werden, ist von zu geringer 
Masse, um für unsere jetzigen Zwecke merklich in Betracht zu kommen, 
so dafs wir uus zunächst auf die anziehende Wirkung des Sonnenringes 
beschränken werden. Entsprechend der Bewegung des Mondes um die 
Erde denken wir uns den Mondring mit der betr. Umlaufsgeschwindlgkeit 
als starres Ganzes kontinuierlich in sich verschoben. Wir haben dann 
das folgende einfache Problem der Kreiseltheorie vor uns: D'y in Rota- 
tion hefiwUidu; Mondring steht unter dem Einfltifs der Ämiehmg des 
Sonnenringes, die ihn in die Ebene der Ekliptik hineinzugiehen sucht; 
er besdtrmbt unter lietn Einfluß derselben um die Normale der Ekliptik 
eine reguläre Präeession; welciws ist seine Präcessionsgesdiwindighcit? 

Bei dieser Formulierung sind wir in der Anwendung der GauTsischen 
Methode über Gaufs selbst einen Schritt hinausgegangen. Während 
nämlich Gaufs nur die Masse des störenden (des anziehenden) Körpers 
auf seiner Bahn verteilt, haben wir auch die Masse des gestörten (des 
angezogenen) Korpers durch eine auf dessen Bahn ausgebreitete kon- 
tinuierliche Massenbelegung ersetzt. Während es aber bei der anziehenden 
Masse, dem Sonnenringe, gleichgültig ist, ob wir nns dieselbe in Be- 
wegung oder in It.uhe denken, ist es bei der angezogenen Masse, dem 
Mondringe, wesentlich, dafs wir seine Bewegung (in Gestalt einer Vei^ 
Schiebung des Ringes in sich) berücksichtigen. Denn diese Bewegung 
ist es gerade, die nach den Grundsätzen der Kreisel theo rie die Mond- 
bahn in den Stand setzt, ihre Neigung gegen die Ekliptik gegenüber 
dem von dem Sonnenringe ausgeübten Drehmomente zu behaupten. 

Wir bilden zimächst das Anziehungspotential des Sonnenringes 
auf den Mondring und leiten daraus die um die Knotenlinie des Mond- 
ringes wirkende Drehkrail ab. Sie lautet nach Gleichung (2) de» 
vorigen Paragraphen: 



(1) 



• ^ T ' 



sin^j cosO, : 



Der RQckgang der Mondknoton. 
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in der Tbat brauchen wir nur die auf den Erdring sich beziehenden 
Grölseii m, * und R in der genannten Gleichung durch die auf den 
Mondring bezüglichen »«,, 9^ = 5" und r^ zu ersetzen. Schreiben wir 
hierfür Pj sin fr, cos'&j, ao wird mit Rücksicht auf Gl. (7) des vorigen 
Paragraphen: 

(2) P,--l f'^fi- - - { ».r.'ßf)'- - '5?; C„ 

WO jetzt Cg = IM, r^^ das Trägheitsmoment des Mondringes um aeine 
Figurenaxe bezeichnet. 

Eine mögliche Präceaaionsbeweguiig des Mondringes von langer 
Periode wird wieder hinreichend genau durch die Gleichung (5") des 
vorigen Paragraphen definiert, welche wir, unter N die unbekannte 
Fräcessionsgesch windigkeit, unter M die ürehgeachwindigkeit des Mond- 
ringes verstanden, so zu achreiben haben: 

(3) C,MN-P,co8*,; 
sie ergiebt 

(4) N - - ^ CO.»,. 

Nun bedeutet M die Winkelgeschwindigkeit des Mondringes in 
Bezug auf seine Knoten; sie ist gleich derjenigen Winkelgeschwindigkeit, 
mit welcher, von der Erde aus gesehen, der Mond in seiuer Bahn gegen 
die Mondknoten fortschreitet. Die betr. Umlaufsseit heifst die drako- 
nitische, sie ist gleich 27,2 Tagen*). Mitbin wird 

366,36 



M = 



und fAT.'- 



Nehmen wir wieder als Zeiteinheit das Jahr, so wird in GradmaTs 
ausgedrückt 

Dies wäre die Anzahl Grade, welche die Mondknoten in einem Jahre 
zorücklegen; die volle Umlaufszeit der Moudknoten würde daher 
betragen: 

(6) ^=18 Jahre. 

Der oben angegebene Wert war \S% Jahre oder genauer 6793 Tage; 
dem entspricht als genauerer Wert von N der Betr^ l^Vs"- ^^^ 

'; Oljer die Bexiehuug dieser Winkelgeschwiiidiglteit zur wahren oder side- 
riicheu Winkelgeechwiudigkeit des Mondes ist (iHsaelbe zu sagen, wie ob^n 
über die Beziehung zwiachen ß und r. Bezeichne» wir die siderische Winkel- 
geschwindigkeit (d. h. die GröfBe — an dividiert durch den sideriBChen Monat) 
mit Ä, 8u gilt wieder fl = M -f N cos ö". 
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Unterscliied kann uns bei der Rdliheit onserer Vorstellong vom Mond- 
ringe, bei der wir TOn der Ezcentrizität der Mondbahn abs^en, nicht 
wunder nehmen. 

Wir wollen noch ergänznngsweise den EinfluTs der Erdangiehung 
auf die Bewegung der Mondknoten, wenigstens in grober Annäherang, 
beetinuDen. Es iet klar, dafs die Erde nur inBofem die Ebene der 
Mondbahn stören kann, als sie von der Kugelgestalt abweicht, dafs 
also bei der im vorigen Paragraphen besprochenen Zerlegung der Erde 
in eine „Erdkugel" und einen „Erdring*' nur der Erdring von der 
Masse m (Gl, fl) daselbst) zd berücksichtigen ist. Dieser Erdring : 
sucht nun ebenso wie der Sonnenring den Mondring in seine Ebene 
hineinzudrehen, also hier in die Ebene des Erdäqnators. Wir schlieFsen 
wie oben, dafs unter dem EinfluTs dieses Drehmomentes und vermöge 
der eigeuen Umdrehungsgeschwindigkeit des Mondringes die reguläre 
Präcession um die Normale der genannten Ebene, also hier um die 
Nord-Süd-Äxe der Erde, eine mögliche Bewegungsform des Mond- 
ringes sei, wobei wir von der im vorigen Paragraphen untersuchten 
Eigenbewegung der Erdase absehen. Wir wollen die Präcessionsge- 
schwindigkeit und die Zeitdauer dieser Pnicessiou bestimmen. Indem wir 
finden, was aus der geringen Masse des Erdringes vorherzusehen war, 
dafs diese Präcessionsgesch windigkeit sehr klein, die Präcessionsdauer 
also sehr lang wird, verglichen mit der entsprechenden Geschwindigkeit 
und Zeitdauer bei der durch die Sonne hervorgerufenen Moudknoten- 
bewegung, zeigt sich, dafs durch die Einwirkung der Erde die Mond- 
knotenbewegtmg nur in geringer Weise und in säkularer Form ab- 
geändert wird und dafs wir bei der vorhergehenden Berechnung der- 
selben die Erdanziehung vernachlässigen durften. Die Art dieser (sehr 
geringfügigen) Abändei-ung besteht dabei nicht in einer einfachen Be- 
schleunigung oder Verzögerung der durch die Sonne bewirkten Knoten- 
bewegung, sondern sie verändert auch die Neigung der Mondbahn 
gegen die Ekliptik, da wie bemerkt die von der Erde bewirkte Prä- 
cessiousbewegung um eine andere Axe erfolgt, wie die durch die Sonne 
bevrirkte. 

Das Drehmoment des Erdringes auf den Mondring hängt von dem 
Winkel der Neigung des Mondringes gegen die Aquatorebene der Erde 
ab. Dieser Winkel wechselt wegen der durch die Sonne bewirkten 
Knotenbewegung und achwankt in 18% Jahren um ± 5". Es ist am 
einfachsten und liegt am nächsteu, jenen Neigungswinkel durch seinen 
Mittelwert zu ersetzen, d. h. durch den Winkel ft ^ 23,5°, unter dem 
die Aquatorebene der Erde gegen die Ekliptik geneigt ist. Indem wir 
dieses thun, sehen wir also wie im ersten Paragraphen von der Neignng 



^ 3. Der Rflckgang der Hondknoten. 
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der Mondbahn ji^egen die Ekliptik ab, denken uns vielmehr den Mond- 
ring in die Ekliptik hineiugedreht. 

Das Drehmoment der Erdanziehung anf den Mondring können 
wir nun direkt aas der Gl. (2") des vorigen Paragraphen entnehmen. 
Die dortige Formel bedeutete das Drehmoment, welches der in die 
Ekliptik hin eingedrehte Mondring auf den Erdring ausübte. Gerade 
so grofe ist aber das jetzt in Fn^e stehende Drehmoment. Setzen 
ivir dasselbe gleich Pj' sin & cos ■&, so wird nach der genannten 
Gleichung: 

p- 3 fm ,(C-A) 

* 2 ' r,' 

Wir vei^leichen doe Produkt i'j'coed- mit dem Produkt« P, coaffj, 

nnter P, den in Gl. (2) dieses Paragraphen angegebenen Wert ver- 
standen. Nach Gl. (3) dieses Paragraphen verhält sich nämlich die- 
jenige Winkelgeschwindigkeit, mit der die Mondknoten um die Nord- 
Söd-Äxe der Erde infolge der Anziehung des Erdringea umlaufen 
würden, zu derjenigen Geschwindigkeit, mit der sie infolge der Sonnen- 
anziehung in der Ekliptik umlaufen, wie P,' cos # zu PjCos^j. 
Nennen wir die beiden Geschwindigkeiten N' bez., wie oben, N, ao 
haben wir 

N' _ P, " coB 9 _ a(C — A) V co»_5 

N ~>,C0B#,~ m,r,'" r,' CÖB*,' 

Nach dem dritten Keplerechen Gesetz (ÖL (7) und (7') aus § 1) dürfen 
wir setzen 

V _ m. V 
r,' ~ M-(- m, r,"' 
und erhalten daher: 

N' ^ _2 (p -A) T^ cQg.fr ^ „ C— J _ C r,_' COB» 

N" ~(Jtf+»i,)r,' r,' cos», ~ e " (Jf+m,)r,' T,' coa»,' 

Hier werde noch im Zähler des Auedmcks ein Näherungswert föj C 
eingesetzt; sehen wir nämlich die Erde vorübergehend als eine Kagel 
von gleichförmiger Dichte au, ao dürfen wir nach einer bekannten 
Formel C = -^ MB? annehmen, so dafs sich schliefslich ergiebt: 

i^ = 1 C— ^ ^ 3f B' 2^ coBg 

N ~ 5 C Jtf-i- m, r," r,' eät9, ' 
Die sämtlichen Faktoren dieses Ausdrucks sind bekannte Zahlen. Es 
ist z. B. das Verhältnis Itjr^ gleich ca. 1/GO, während das Verhältnis 
MjM + m, hinreichend genau gleich 1 genommen werden kann. Mit 
Benutzung der schon früher angegebenen sonstigen Zahlenwerte er- 
giebt sich 

N ~ 6 306 \m) \ 27.3 / cos 5" - V ' -l" ■ 
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tssionsdauer ^^^ 
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Die GeBchwindigkeit N' ist also aolserordentlich klein gegen i 
scbwiiidigkeit N. Umgekehrt ist die za N' gehörige Präcessionsdauer 
anfaerordentlich grofs gegen die Periode der Mondknotenbewegang i 
der Ekliptik, welche 18% Jahre beträgt. Jene Präcessionsdauer würde 
nämlich sein: 

*^'-'-*-~ ^ 156000 Jahren. 

Die Gröfse dieser Zahl zeigt nn mittelbar, daTs unserer Betrachtung 
nur die Bedeutung einer Ahschätzmig, nicht die einer ^uverUissigen 
Berechnung zukommt. Denn einerseits ändern sich während des ge- 
nannten Zeitraumes die Elemente der Mondbahn in bedeutendem und 
nicht vorherzubestimmendem Mafse, während sie in unserer B«chnung 
als konstant angenommen wurden. Andrerseits und namentlich ändert 
sich in jenem Zeiträume die Lage des Erdringes im Räume wegen i 
der Knoten bewegung der Erde völlig, während wir doch in unserear 1 
Rechnung die Stellung des Erdringes und das von ihm ausgeübt« Dreh- 
moment als unveränderlich voraussetzen mufsten. Diese Voraussetzung 
ist nur für einen Zeitraum zulässig, der klein ist gegen die PräceBsionfl- 
daner (26000 Jahre) der Erdknnten, dt^^egen völlig unhaltbar für den i 
hier gefundenen Zeitraum, der sich sogar gröfser als 2600Ü Jahre etv 1 
geben hat. 

Trotzdem wird durch die vorstehende Rechnung soviel bewiesen, 
als wir ergänzungs weise zu beweisen wünschten: dafs nämlich die von 
dem Erdringe bewirkte Mondknotenbewegang zu vemacMässigen nnd 
dafs lediglich die Sonnenanziehung als mafsgebeuder Faktor hierbei za _ 
berücksichtigen ist. 

§ 3. Die astroDomisohe Nutation der Eidaxe. VerBUgemeinenuig 
der GaulBiBOhen Methode auf periodische Störungen. 
Indem wir uns za der von Bradley 1747 entdeckten Nidation \ 
der Erdaxe wenden, betonen wir vorab, dafs diese „astronomiBche" j 
Nutation mit der früher als Nutation der Kreiselaxe bezeichneten Be- 
wegung in kinetisciier Hinsiebt nichts gemein hat. Die Nutation der 
allgemeinen Kreiseltheorie (vgl. besonders Kap. V, § 2) rührt daher, 
dafs der Anfangszustand der Bewegung im Allgemeinen nicht genau 
auf die reguläre Präcession abgepafst ist und dafs dementsprechend i 
selbst beim Fehlen aller äufseren Kräfte die Figurenaie im Räume im I 
Allgemeinen einen Kegel beschreibt. Die astronomische Nutation da- 1 
gegen hat ihren Ursprung darin, dafs auf die sich drehende Erde < 
periodisch veränderliche Kräfte einwirken, welche naturlich eine 
gleichem Zeitmafs erfolgende periodische Bewegung der Erdaxe be- 
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dingen. Indem wir an eine in der gesamten Mechanik ebenso wichtige 
wie bekannt« Unterscheidong anknüpfen, können wir kurz so sagen: 
Die frühere Mutation trar eine freie, die jetzige ist eine emwitngeif 
Schwinifiitig. 

Die Ähnlichkeit beider Bewegungen, welche die gleiche Wahl der 
Bezeichnnng rechtfertigen möge, ist Tielmehr nur kinematischer Natur. 
In beiden Fällen handelt es sich um eine gegen die Periode der Prii- 
ceasion sehr kurze Schwingung. Die Periode der freien Nutation in 
der allgemeinen Kreieeltheorie beträgt 2nA/N, die der Präcession 
2jiN/P (s. z. B. pag. 305, Gl. (13) und (15)), das Verhältnis beider 
Perioden ist daher die oft genannte GrÖfse ÄF/N^, die wir in der 
Regel als kleine Zahl (z. B. < 1/lOÜ) vorauBsetzen durften. Andrer- 
seits rührt die astronomische Nutation von der Bewegung der Mond- 
knoten her, hat daher wie diese die Periode von I8V3 Jahren; die 
Periode der Präcession der Erdaxe wurde zu 26000 Jahren berechnet; 
das Verhältnis beider Perioden ist daher auch hier sehr klein, sogar 
< 1/1000. 

Um die Theorie der astronomischen Nutation an unsere bis- 
herigen Betrachtungen anschüefsen zu können, müssen wir zunächst 
unsere von Gaufs übernommene Methode abermals erweitern. In ihrer 
ursprünglich en Form dient diese Methode nur zur Berechnung der 
säkidaren Störungen. Wir werden aber sehen, dafs sie bei geringer 
Modifikation auch die periodisciwn liefern wird. 

Formulieren wir zunächst das Problem der Erdrotation in all- 
gemeinster Weise. Da bähen wir auf der einen Seite die Erde, auf 
der anderen Seite Sonne und Mond, die ihre als bekannt anzusehenden 
relativen Bahnen um die Erde beschreiben und dementsprechend wech- 
selnde Anziehungen ausüben. Die Gesamtheit der Anz 1 eh ungs Wirkungen 
findet man am einfachsten aus dem Amiekungspotenlial durch Ableitung 
desselben nach den Koordinaten. Das Potential wird dabei, wie immer 
bei Störungsaufgaben, aus den relativen Lt^en der fraglichen Körper unter 
vorlätißger Abseimng voit den im Verlaufe der Rechnung selbst zu findenden 
Störungen berechnet. Da die Störungen sich in der Regel im Verhältnis 
zur Hauptbewegung als klein ergehen, wird hierdurch nur ein kleiner 
Fehler entstehen. Wollte man dagegen die gestörte Bewegung selbst 
bei der Berechnung des Anziehungspotentiais zu Grunde legen, so 
würde man neben den sog. Störungen erster Ordnung, auf die wir im 
folgenden allein abzielen, zugleich ancb die „Störungen zweiter Ord- 
nung" ermitteln. Auch wenn man die letzteren zu kennen wünschte, 
würde sich immer ein schrittweises Vorgehen und eine vorläufige Be- 
schränkung auf die Störungen erster Ordnung empfehlen. In unserem 
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Falle haben wir unter der ungestörten Bewegung der Erde ihre gleich- 
ntüfaige Botation um die gegen die Kkliptik geneigte Fignretiaxe zu 
Teretehen. 

Dieses Potential V der Sonnen- und Mondaoziebung auf die Erde 
wird man nun naturgemtUs in nicht- periodisclie und periodische Be- 
standteile spalten. Die periodischen Bestandteile der Sounenansiehung 
Kf werden zur Periode das Jiihr, die der Mondanziehung K, teils den 
Monat, teils den Umlauf der Knoten etc. haben. Die hfirmoni.irhi' 
Analyse liefert ein allgemeines methodisches Mittel, um diese Bestand 
teile von einander zu sondern. Bekanntlich findet man die Koeffi- 
zienten der trigonometrischen Reihe in der Form bestimmter Inte- 
grale. So ist der unperioäisrlic Teil vmt T, gleich y,- 1 V'i{l)<lt, 
erstreckt über die Zeit eines vollen Sonnen Umlaufs. Diese Formel 
läfst sich aber deuten als Potential der in geeigneter Weise mit Mnese 
belegten relativen Sonnenbahn. Es sei ilm das Massenelement, weichet! 
wir auf dem mit der Geschwindigkeit durchlaufenen Bahnelemente 

(Is anbringen. Da das Potential V^(t) der ganzen Sonnenmaase m^ 
entspricht, wird das Potential des genannten Massenelementes gleich 
— V,(f)' sein nnd das gesamte Potential der mit Masse versehenen 

"^ 1 r 

Sonnenhuhn — j V^{t)dm. Damit Übereinstimmung herrscht zwischen 
diesem Potential nnd dem genannten Koeffizienten der tri g[>nn metri- 
schen Entwickelung, muTs die Massenverteilung so eingerichtet werden, 
dafa auf jedes Element der Bahn das Massenelement 

(1) dm = !^^' 

kommt. Die gesamte auf der Bahn aufgetragene Masse ist hiernach 
genau die gesamte Sounennmsse m,. Wir haben damit genau den 
ursprünglichen Gaufaischen Ansatz. Wird überdies die Bahn als 
kreisförmig, die Geschwindigkeit also als gleichförmig vorausgesetzt, 
80 ist die Massesverteilung eine gleichförmige. Dies war unser Stand- 
punkt bei der obigen Behandlung der Pnicession, welche in der That 
von dem konstanten oder dnrcbscbnittlichen Teile der Sonnen- and 
Mondanziehung herrührt. 

Betrachten wir nun die periodischen Teile. Indem wir wieder auf 
'die Sonne argumentieren, sei T,/« die betr. Periode, unter n eine 
ganze Zahl verstanden. Die Koeffizienten der beiden Terme von dieser 
Periode in der trigonometrischen Entwickelimg sind: 



Periode in 

^ /"f, {0 cos 2« J' dt, -~J K, {t) sin 2« ~ dt 



■ *.^J 



§ 3. Die utionomiBche Nntation der Erdose 



651 



Wii' fassen sie wieder auf als Anziehung der mit Maeae belegten 
Sonnenbahn, wobei aber jetzt aof das Bahnelement ds die Masse 
«i ^- gj^Q 2!r-ji- rf( kommt, nnter t und dt die Zeit resp. das Zeit- 
intervftll verstanden, zu der resp. in dem das Element ds von der 
Sonne durchlaufen wird. Die gesamte zur Verteilung kommende Masse 
ist jetzt Null, da wir neben positiver auch gleich viel „negative" Masse 
verwenden müssen. Die Dichte ist, selbst bei kreisförmiger Gestalt 
der Bahn, nicht gleichförmig sondern harmonisch variabel. Die nach- 
stehenden Bchematischen Figuren mögen diese Verhältnisse im Falle 
M -- und K = 2 veranschaulichen. 



■C^ 



■> 



Die betr. auf den Erdiörper wirkenden periodischen Drehkräfte er- 
geben sich aus den berechneten trigonometrischen Koeffizienten durch 
Ableitung nach den räumlichen Koordinaten und Multiplikation mit 
^ Y ■ Sie werden Störungen der Erdaxe von derselben Periode 
Tj/n hervorrufen. Auf die Berechnung derselben gehen wir hier nicht 
ein; sie kann nach dem Muster der weiter unten für die astronomische 
Notation zu gebenden Entwickelungen erfolgen. Praktisch kommt von 
solchen Störungen nur diejenige in Betracht, welche die Periode Ti/'J 
hat, sowie die entsprechende von der Mondanzlchung herrührende 
Störung von der Periode T^/~- Auch bei diesen Gliedern übersteigt die 
Amplitude der Schwankung mir au einer Stelle den Botrag 1" (s. die 
Formeln am Schlüsse des nächsten Paragraphen). Die Amplituden der 
übrigen Glieder von den Perioden T,, T^/^, ■■■, T,, T^/'d, ■ ■ - sind so 
klein, dafs sie selbst für die Bedürfnisse der astronomischen Genauig- 
keit verschwinden. 

Anders diejenigen Störungen, welche die Periode des Umlaufs der 
Mondkiioten besitzen. 

Sehen wir zunächst zu, wie sich bei ihnen imsere Methode 
gestaltet. 

So wie wir oben durch gleichzeitige Inbetrachtnabme sämtlicher 
von Sonne nnd Mond dnrchlanfenen Orter ihrer Bahnen den Sonuen- 
und Mondring erzeugten, so werden wir jetzt, ausgehend von dem 
gegen die Ekliptik geneigten Mondring, indem wir uns die sämtlichen 
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Örter vorstellen, die er bei seiner Präceasionabewegung einnimmt, eine 
„MondriugßSche" erhalten. Dieae durch Rotation dos Mondringes um 
die Normale der Ekliptik entstehende Mondringfläche ist ersichtlich 
eine doppelt überdeckte*) Kugelzone Yom Radius r, und der Höhe 
2r, sin 5". Die beiden folgenden Figuren deuten die Massenverteilung 
in den Fällen n = und w = 1 an, mit dor wir unsere Mondring- 
flache auszustatten haben. Es möge dabei ausdrücklich hervorgehoben 
werden, dalfl die Absicht bei der Einführung unserer Mondringfläche 
und der Verzeichnung der folgenden Figuren keine andere ist wie die- 
jenige, die das G.infsisehe Verfabi-en überhaujit verfolgt: den Sinn der 
Rechnungen on einem geometrischen Substrat tu veranschaulichen; die 
Rechnungen selbst werden dadurch im Grunde nicht vereinfacht, sondern 
sind genau identiacb mit denjenigen, die wir auch bei rein analytischem 
Vorgehen ausznfilhren haben würden. 




L 



a) Im Falle n = {säkulare Störung) ist die Massenverteilung 
so zu wählen, dafs auf jedes Element der Mondi-ingfiäche eine Maase 
d^ kommt, die nach Analogie mit QI. (1) gleich ist dem Produkt aus 
der Masse des dies Element überstreichenden Elementes der Mondring- 
fläche in das Verhältnis dt/T, d. h. in das Verhältnis der Dauer des 
t^erstreicheuB zu der ganzen Periode der Mondknoten. Wir wollen 

*) Wir denken nns die Kugekune doppelt überdeckt, d. h. au» swei Staaten 
bfgttbend, die längs ihres oberen und nnt«ren Bandes Knaammenhängen , weil jede 
Stelle der Kugelzone von dem rotierenden Mondringe eweimal fiberBtrichen wird, 
lünmal von dem in Fig. 99 gezeichneten vorderen , dan andere Mal von dem in 
dieser Figur nicht angedentet«» hinteren Halbbogen. Am ainfachsten wird die 
Tont«lIung, wenn wir, der Kiigahono eine gewisse Körperlichkeit zuschreibend, 
die änfaere Oberflltche dcnelbcn als die eine, die innere OberSilche als die aadere 
Schale anlassen und featsetzen, dafa der Mondring in jeder seiner Lagen am 
oberen bez. unteren Hände der Kugobone von der einen auf die andere Schale 
übertritt. Damit steht die Wahl anserer KoordinaUn a, ß im Rinkiange: wenn 
wir im Folgenden tt und ß von bis Sn integrieren, so überstreichen wir damit 
jede Stelle der Kugebouo doppelt, also jede der beiden Schalen einmal; der 
einen Schale eotaprechen dabei die Werte der Koordinaten — JT/S <;« < + t/2, 
0<|S< 5b, der anderen Schale die Werte -f ä/2 <(. < -f Sw/ä , 0<p<a*. 
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Die utiDDomiiche Nntation der Erdue. 

in der Ebene des Mondringes einen Winkel a messen, indem wir etwa 
die Knotenlinie des Mondes OM (vgl. Fig. 99) als a = rechnen; 
jeder Punkt P des Mondringes ist dann durch den Centriwinkel 
a ^ MOP charakterisiert. Andrerseits wollen wir den Winkel, den 
die Mondknotenlinie OM gegen einen willkürlichen festen Änfanga- 
strahl OA in der Ekliptik bildet^ mit ß bezeichnen; ^ sei der Winkel, 
den die Knotenlinie der Erde mit demselben Strahl OA bildet. Die 
Winkel a, ß stellen dann schiefwinklige sphärische Koordinaten auf 




unaerer Kugelzone dar, durch welche die Lage eines Jeden Punktes 
der Kugeldiiche fixiert werden kann und durch welche die Kugel- 
zone in pttraUelogramm »tische Elemente eingeteilt wird. Die auf ein 
solches Element entfallende Masse dfi ist nun gleichzusetzen der Masse 
des Mundringelementes, welches zu dem Winkel da (gehört, nämlich 
m^da/2n, multipliziert in das oben genannte Verhältnis dl/T, welches 
bei gleichförmigem Umlauf der Mondknoten gleich ist dßj2a-^ man 
hat also 
(3) dti = ^jdadß. 

Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die sich aus dyi durch 
Integration nach a und ß je zwischen und 2^ ergiebt, ist natürlich 
gleich der Masse des Mondringes m,. 

Die Dichte der Verteilung, d. h. die Masse pro Flächeneinheit der 
Moudringttäobe (zusammen für beide Schalen gerechnet) ist, wie mau 
aus der geneigten Lage des Mondringes leicht versteht, nicht gleich- 
förmig angeordnet, sondern häuft sich an den Händern der Mondring- 
öäche (für « = ± Jt/2) unendlich an. Längs der Breitenkreise ist da- 
gegen die Dichte konstant. In Fig. 98a wnrde versucht, diese Ver- 
hältnisse durch die Stärke der Schraffierung anzudeuten. 

b) Im Falle n = 1 (periodische Störung) ist die auf der Mondring- 
fläche zu Bupponierende Massen Verteilung auch längs der Breitenkreise 
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nicht gleichförmig, sondern harmonisch variabel. Es tritt nämlii 
(vgL die Fonnebi (2) für die Koeffizienten der trigonoiüetrischen Reihe) 
zu der vorher bestimmteii Masse der Faktor 2 cos ß bez. 3 sin ^ himsa. 
Hithin wird jetzt 

(4) ''l'--^-,Sf^'^ß- 

Die gesamte zur Verteilung kommende Masse, die wieder durch Ijito-> 
gratioD von rfft nach a und ß zwiBcben und 2k gewonnen wire^ 

ist jetzt gleich Null. 

Auch jetzt liänft sich die Dichte, die wir als algebraische Si 
der auf die Flächeneinheit beider Schalen entfallenden Masse berechnen, 
nach den Rändern hin an und ist in benachbarten Oktanten der Kugel- 
zone entgegengesetzt gleich. In Fig. 98 b wurden diese Verbältnissej 
teils durch die Stärke der Sckraffierung, teils durch Beifügung d< 
Vorzeichen angedeutet. 

Nachdem aomit die Figuren 98 erläutert sind, bilden wir 
aus den gefundenen Massenbelegungen die zugehörigen Potentiale; 
und zwar soll das der Belegung (3) entsprechende Potential U, die 
den Belegungen (4) entsprechenden Potentiale w, und h', heifsen (le, zb 
cos^, w, zu sin^ gehörig). Diese Potentiale sind nichts anderes als 
die eraten Koeffizienten in der nach der Mondknotenperiode fortschröi- 
tenden Entwickelung des vom Monde auf die Erde ausgeübten Än- 
ziehungspotentiales 7i(*); letzteres drückt sich nämlich durch U, 
sowie die Mondknotengeschwindigkeit N folgendermafsen aus: 






vir auch abkürzend schreiben: 



, 8inN(+ ■ 



cos N ( -f- Wj sin N t. 



Das konstante Glied U gehört also zu dem Werte n — des SteUeo- 
zeigers der Entwickelung, das zeitlich veränderliche Glied W Mai die 
beiden zu dem Werte m = 1 des Stellenzeigers gehörigen Terme der 
Entwickelung zusammen. 

Aus dem Werte von IJ können wir nichts wesentlich Neue« er- 
fahren, vielmehr müssen wir auf den schon im ersten Paragraphen 
berechneten Anteil des Mondes an der Präcessionsbewegung der Erde 
zurückfallen. Wir führen diese Rechnung nur deshalb nochmals durch, 
um uns zu überzeugen, dafs die früher vernachlässigte Neigung der 
Mondbahn gegen die Ekliptik die Präcessionserscheinung nur unwesent- 
lich beeinflufst. Aus dem Werte von W dagegen wird sich die Er- 
klärung und Vorausberechnung der astronomischen Nutation ergeben. 
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a) Dtr Fall w = 0. Das Potential eines Elementes dfi der Mond- 
ringfläche auf ein Element dm des Erdringes ist, unter f die Gravi- 
tationskonstante verstanden, f'dfidm/r; daher wird das Potential der 
ganzen MondringSäche auf den Erdring: 

(5) U^fJJ'-^. 

Sind X, y, s bez. a-j, j/j, s^ die Koordinaten eines Punktt-B des Erd- 
ringes bez. des Mondringes, so setzen wir wie früher 

a: = B coB^i, y = Ji siny cosO-, s = ü ain(p siu*. 
Fällt ferner die Mondknotenlinie gerade mit der Erdknotonlinie zu- 
sammen, so können wir, bezogen auf das gleiche Koordinatensystem, 
echreiben: 

a:, = r, C08 a , y, = r, sin « cos 5", s^ = r, ein a sin 5". 
Diese Koordinaten entsprechen der besonderen Lage ^ =^^ des Mond- 
ringes (vgl. Fig. 99). Bei beliebigem (3 bleibt der Wert von », der 
angegebene, die Koordinaten s^, y^ aber entstellen aus den vorstehenden 
nach der Regel der Koordioatentransformation , wobei als Drehwinkel 
der Winkel j3 — V eingebt. Es wird nämlich allgemeingültig: 

^1 = ''s C*^^ " ''o^ (^ — if-) — sin c cos 5* sin (^ — V)) , 
y» — »"iCcosK aini^ — ^) + sin« cosö* cob(^ — ^)), 
■ Zg = fj sin« sin 5". 
Wir berechnen ans hiernach 

r» = (a: - x,)» +(y^ y,)* + {z-z.Y = Ä» + r,» - 2/fr,s, 
worin S bedeutet: 



in(^-*>)) 
ä5'»eo8(^-(i.)J 



folgt 



/g\ cos 9? (coB (t cos (ß — ^) — sin a cos 5° 

+ sin 9 eos'9'(eoe« sin (^ — (If) -(- sin or c 
, -|- sin 9 sin {^ sin o: ein Ö". 
Durch Entwickeluug nach Potenzen von i 
(7) i_l(l + ^s-i^+J^ 



Wir integrieren diesen Ausdruck nach d(i und dm, indem wir dfi 
aus (3) eutnehmen und dm gleich ä-<iv einsetzen. Zunächst wird 
fsdtp = 0; femer liefern von den Gliedern auf der rechten Seite von 
(7) das erste ond dritte Beiträge zu unserem Potential, die von den 
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die Lage de» Erdringes bestimmenden Winkeln & und t frei sind. ' 
Da wir später da« Potential nach diesen Winkeln zu differenzieren 
liaben werden, fallen aucli diese Glieder heraus. Wir schreibeu daher 
die vreten drei Glieder ebenso wie die höheren Glieder der Entwickelaog 
nicht bin und setzen : 



f^fdaJdßJdipii'A 



Man rechnet nun leicht aus, daf» 
Mithin wird, wenn wir noch fUr die Masse des Erdringea ihren Wert 1 



i § 1 einfuhren: 



aus Gl. (1) 1 

U~^ ("^'--"—±1 { (1 + coB»fr} (1 + eos'ö") + 2 Bin'* ain'D» j . 

Das zugehörige Drehmoment auf den Erdring wird nun durch Diffia- 
rentiation nach # gefunden und lautet: 



hü 



--T/-- 



-A) 



l+co<'5"-2.m'5''l 



8 . mtjC—A) 



l-,m'W\. 



Dieser Weri labt sich unmittelbar mit dem im ersten Paragraphen 
Gl. (2"j für dasselbe Drehmoment abgeleiteten Werte vergleichen. Er 
unterscheidet sich von jenem, wie man sieht, nur durch Hinzutreten 
fies Faktors 

1- Isin'ö"- 1-0,012. 

Für die numerische Rechnung spielt dieser Unterschied aber keine Rolt^ 
flofem wir wie im ersten Paragraphen nur die ganzen Sekunden der 
jährlichen Präcession anzugeben wünschen. Deshalb würde die weitere 
Behandlung genau so wie dort zu erfolgen haben und wir können alle 
früheren Resultate auch mit RUcksicht auf die Neigung der Mondbahn 
als hinreichend genau bestätigen. 

b) Drr P'all m = 1, Auch hier gehen wir von der Formel (5) aus, 
wobei wir aber jetzt unter d^ die durch (4) delinierten Massenver- 
teilungen verstehen und die ihnen entsprechenden Potentiale, wie verab- 
redet, IC, und u'j nennen, dm ist wie oben gleich d<p, für — ist die 
Entwickelung (7) einzutragen. Indem wir wieder diejenigen Glieder 
unterdrücken, die bei der Integration nach 91 oder bei der späteren 
Differentiation nach & und lii verschwinden, schreiben wir: 



■\r:.-':\jzwj<'-'P'f 



«'+■•■. 
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a und ip aus, so erhalten 



Fübreo wir zunächst die Integration nach 
wir aus (6): 

Cda fd^s* ^3t*{fios*(ß-^)-\- cos* 5" Bin*{/3 ~ li') + cob- ^ sin'(/3 — i(f) 
+ (cos ■& cos 5" cos C/3 — ^) + sin» sin 5"}' | ; 
innltiptizieren wir dieses mit cos ß oder sin ß und integrieren nach ß, 
so fallen alle diejenigen Terme fort, welche nach Auflösung von 
gi^iß — ''!') ^on ungerader Dimension in ^ ^ aind. Als einziger nicht- 
yerscli winden der Term bleibt übrig 

2ä' Bin#cosa-sin5«coBrj'' / l^ ß coB{ß — il>) dß 

= '2x' sui& cos# sin 5" cos 5" g^lt- 
Mithin wird: 

l'\ = ^ f^,- Bin» coBd Bin 5» coa5" ^^ tf- 

Damit iBt das Potential der Mondringfläche für die beiden durch 
Fig. 98 b Bchematisch dargestellten Masaenbelegungen oder, wie wir auch 
sagen können, diejenigen beiden Koeffizienten der trigonometrischen 
Entwickelung gefunden, welche zu Gliedern von der vollen Periode des 
Mondknoten- Umlaufs gehören. Die Summe dieser Glieder, welche nach 
Verabredung W heifsen sollte, wird nun 

L.Jt' 



(8) 



W^ 



i(- 



>a & Bin b" cos 5' cos (N i — ;!.). 



Wir formen diesen Ausdruck ein wenig um, indem wir einerseits die 
Definition von m (61. (1) von § 1), andrerseits das dritte Keplersche 
Gesetz (Gl. (7') von § 1) berücksichtigen und erhalten: 



(9) W- 



^^©''«^ 



Ä) sin & cos & Bin 5* cos 5" cos (N i — (t») . 



" 2 M+m 

Aus dem Potential W leiten wir nunmehr die Drehmomente ab, die 
«nf den Erdring wirken. Da W sowohl von & wie von i/f abhängt, 
erhalten wir ein Drehmoment, welches um die Knotenlinie der Erde 
wirkt, durch Differentiation nach #, ein anderes, welches um die 
Normale der Ekliptik wirkt, durch Differentiation nach u.>. Es ei^iebt 
sich iwmlich 

I BW 
ä» " 
dw ^ 
d^ i jtf + m, Vr,/ 
Wir sehen uns nun vor das folgende Kreis elproblem gestellt: Die 
Erde steht unter dem Einfiufs der eben genannten Drehmomenie; weldies 



(10) 



~vf) {*^— -4) cos20- BinÖ" cob5'*cob(N( — V), 
)'(C-^) 9in2*sin5" cosö» 8in(Ni-^). 
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ist ihre Beu-egung? Natürlich haben wir bei der weiteren Behandlung i 
dieses Problems nicht mehr, wie bei der Berechnung des Anziehunga- 
potentisles, von dem Erdring allein, sondern von dem gesamten Erd- 
körper zu handeln. 

DsB hiermit definierte Kreiselproblem unterscheidet sich von allen 
früheren Fragen in zweifacher Hinsicht: einereeits ist zu dem Dreh- 
moment um die Knotenlinie, welches auch im Falle des gewöhnlichen 
schweren Kreisels vorlag, ein solches um die „Vertikale" (hier die 
Normale zur Ekliptik) hinzugetreten. Andrerseits sind beide Dreh- 
momente nicht nur mit der Lage des Kreisels sondern auch mit der 
Zeit veränderlich. Das Zeitmufs dieser Veränderlichkeit bestimmt 
offenbar auch das Zeitmafs, in welchem die Erde jenen Drelimoraenten 
folgt Während also bei der in der allgemeinen Kreiseltheorie unter- 
suchten frricn Nutation die Schwingungsperiode durch Massenverteilung 
und Bewegungsznstand des Kreisels selbst bedingt war, ist die Periode 
der jetzt zu besprechenden crzwurujcnm Nutation durch den Wechsel 
der äufseren Kräfte vorgeschrieben und stimmt in unserem Falle mit 
der Periode der Mondknotenbewegung überein. 

Im Allgemeinen kann man sagen, dafs das Problem der erzwungenen 
Schwingungen, wenn man von besonderen Vorkommnissen (Reso- 
nanz etc.) absieht, ein einfacheres ist wie das der freien Schwingungen, 
eben deshalb weil die Periode der Schwingungen nicht erst aus der 
Natur des schwingenden Systems erschlossen zu werden braucht, 
sondern von vornherein bekannt ist. Wenn das Problem in unserem 
Falle etwas kompliziert aussieht, so liegt dies nur an dem zusammen- 
gesetzten Charakter der wirkenden Kräfte. Übrigens ist der Weg, den 
wir einschlagen werden, vorbildlich für die Behandlung jeder Art er- 
znnngener Schwingungen, falla dieselben hinreichend klein ausfallen. 
Den erzwungenen Schwingungen können sich allemal noch freie 
Schwingungen überlagern, wovon wir indessen im vorliegenden Falle 
absehen dürfen, da wir auf die Möglichkeit solcher freier Schwingungen 
im nächsten Abschnitt ausführlich zu sprechen kommen. 

Mathematisch gesprochen bedeutet das Zurückstellen der freien 
Schwingungen, dafs wir uns mit einem jtartikulänm Integral des vor- 
gelegten Bewegungsproblem B begnügen wollen, nämUch mit demjenigen 
Integral, welches rein periodisch im Zeitmafs des Kraftwechsels ver- 
änderUch ist und eben deshalb die ersn^ingetie Schwingung heirst. 
Das allgemeine Integral entsteht hieraus durch Hinzufügung der all- 
gemeinsten freien Schwingung, d. h. derjenigen allgemeinen Lösung, 
welche dem kräftefreien Falle entspricht, und zwar in Strenge, wenn 
das Problem durch lineare Diffi^rentialgleichungen festgelegt ist, mit 
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einem gewissen Glrade der Ännähening, wenn, wie im vorliegenden 
Falle, die Differentialgleicliungen des Problems unter VernacliläsBigung 
kleiner Gröfsen auf lineare Gleichungen zurückgeführt werden können. 
Bei der Berechnung der erzwungenen Schwingungen des ErdkÖrpera 
werden wir uns der Lagrangesdien Gleichungen in den Koordinaten 
&, V( fp bedienen. Auf der rechten Seite dieser Gleichungen stehen 
die Komponenten der sufBeren Eraft nach jenen Koordinaten, d. h. in 
unserem Falle: 

dw dw 



Der Ausdruck der lebendigen Kraft heilst bekanntlich 



- C{fp' + cos fr^') sind««', 



r-llr-o. 



ond liefert: 

— ^ ^ Bin V cos vIp — ' ^^V' T~ ^^^ "^ t^ J ^"* "^ V j j - ■■ = -3 — ■ 

U - [6] - A»; II - [V] - 4 sm'»*- + Cmt»(^'+ et«»*'), 

||;_[»]_c(^-+co»**.-). 

Die Lagrai^eschen Gleichungen lauten nun: 

A9" — ^ sin # eoB »ij/* + C{tp'+ cos »f') «in *^' — ^, 

^ {A Bin' fr*' + Ccosfr(9'+ cos**')) - |^, 

während die dritte Gleichung liefert: [0] = conat. Da [<I>] = Cr ist, 
wo r die UmdrehungsgeBchwindigkeit der Erde um ihre Figurenaxe 
und 2a/r die Dauer des Sterntages ist, so wird auch r konstant und 
mithin die Länge des St«mtagea durch die in Rede stehenden Mond- 
atömngen nicht beeinflufst. 

Wir führen die Winkelgeschwindigkeit r = 9' -f cos & i\i in die 
vorstehenden Gleichungen ein und schreiben dieselben einfacher: 

^*"— Asin*cos#*''+ Cainfrr*' = 4^, 

^(^Bin>d*'+CcoB*r)^|^- 

Jetzt berücksichtigen wir, dafs die Winkeländerungen ^' und #' er- 
fahrungsgemäfs auTserordentllch viel langsamer erfolgen und eine aulser- 
ordentlich viel kleinere Amplitude haben, wie die Umdrehung r, dafa 
daher r sehr grofs sein wird gegen fp' und &'. Dementsprechend werden 
wir alle Glieder linkerband, welche nicht r als Faktor besitzen, streichen 
und die vorigen Gleichungen folgend ermafsen vereinfachen: 




C am » rip' = 
- Csui»r»' = 
Setzen wir rechterhand die Werte aus (10) ein, bo ergiebt nich: 

., S m, /2x\'C — A ■ .» en coiaa ,.,, ,. 

* = T M^, (%} -CT «•" ^ *">« ^ IS * "'"' (^ ' - *)• 
#' = -|-j^^(^'^^fliii5"co8Bo cos* Biii{N(-V). 

Hier kOnnen wir abermals eine Vereiniachung eintreten lassen, indem 
wir anl' der rechten Seite die in erster Näherung gefundenen Werte 
fUr V» und * (s. Gl. (11) aus § 1), nämlich i^ = Vo + 5C"( = if-« + vt^ 
& = 23° 2T 1" =" &„ eintragen. Die Integration nach t lafst sich Jona 
leicht ausfuhren und liefert: 



(11) 



B M+m, ' 
2 M+w,\ 



*0- 



Cf 



N- V 



i8*oCob(N( — vi — ^o), 

—-fiiuiHi-vl-^). 



In diesen Gleichungen ist die liteoreti.wlii: Darstdlung der asironi)mischeM 
Nutation gewonnen. Wie wir sehen ist sowohl der Winkel # wie der 
Winkel if- einer harmonischen Schwankung unterworfen, deren Periode 
mit der der Mondknoten 2n/N zusammeniallt. (Wir können nämlich 
die Winkelgeschwindigkeit v der Erdknoten gegen die der Mondknoten 
N ohne Weiteres vemachlässigen.) Um die numerischen Werte der 
Amplituden zu finden, welche bez. a und b heifsen mögen, berechnen 
wir zutüchst: 

'' =2ctg2ffo^ 1,9. 



Femer wird, wegen der früher angegebenen Werte, wenn y 
ab Zeiteinheit nehmen: 

also die Amplitude von #, in Sekondeu ausgedrückt: 
-0,917 aaoäO'SO 



' das Jahr 



sösy, 



Hieraus folgt 



(BT'/,)' 



= l,9-a- 17". 



Am Himmelsgewölbe beschreibt die Erdaxe hiemutb eine kleine Ellipse, 
die nach ihrem Entdecker die Bradleyschc Ellipse beifst. Die grolse 
Axe derselben beträgt « ■= 9"; sie ist nach dem Pole der Ekliptik 
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hingerichtet. Die kleine Axe wird, wie eine elementargeometrische 
Überlegung zeigt, bam^^^T'. 

Wir wollen schliefBlicb die am Schlüsse des ersten Paragraphen 
gegebene Daratellung der Erdaxenbewegung (Gl (11) Ton pag. 643) 
durch HinzufUgung von NutationsgUedem vervollständigen. Sie lautet 
alsdann: 

^ ■' 1 * - 23»27' + 9" cos(Ni - %). 



§ 4. Schi uTabemerkiui gen zum Problem der Fräoesaion und Nutation. 
Die BestimmuDg der UoDdmasse und der Elliptizität der Erde. 

Mit den bisherigen Korrektionen ist aber die Sache noch lange 
nicht abgethan. Zunächst kann man den EinflufB der Mondknoten- 
bewegung weiter verfolgen und Glieder von der Periode ^ , -j^ etc. 
berechnen. Die ersteren werden in der Praxis wirklich berücksichtigt, 
obgleich ihre Amplituden nur den zehnten bez. fünften Teil einer Sekunde 
betragen. Sodann aber wäre die Excentrizität der Sonnen- und nament- 
lich die der Mondbahn und deren Apsiden bewegung zu berücksichtigen, 
durch welche nicht nur die periodischen Glieder, sondern auch der säku- 
lare PräcesBionaterni beeiaflufat wird. Die hieraus resultierende Korrek- 
tion der PräcesBionsgesch windigkeit beträgt abermals weniger als 1". 

Ferner wollen wir hier nochmals auf die oben besprochenen aber 
nicht durchgerechneten Einflüsse hinweisen, welche von der wechselnden 
Stellung von Sonne und Mond in ihrer Bahn herrühren und welche 
zur Periode einen aliquoten Teil des Sonnen- oder Mondumlaufs haben. 

Endlich ist zu bedenken, dafs alle Elemente, welche in unsere 
Rechnungen eingehen, säkularen Änderungen unterworfen sind, so die 
Excentrizität der Sonnenbahn, die Lage der Ekliptik am Fixstem- 
himmel etc., Änderungen, welche man üblicher Weise in eine nach 
Potenzen von t fortschreitende Reihe entwickelt. Hieraus folgt ins- 
besondere, dafs auch die Präcessionsgesch windigkeit nicht einfach der 
Zeit proportional ist, sondern ihrerseits durch eine Potenzreihe in t 
dargestellt wird. Allerdings ist schon der Koeffizient von (' in dieser 
Reihe äufserst klein, ca. 10"*-1"; trotzdem genügt sein Vorhandensein, 
um Resultate, welche sieh auf eine längere Reihe von Jahren beziehen 
und nur aus dem ersten Gliede (vf) gezogen sind, wie z, B. die ain 
Anfang dieses Abschnittes gegebene Berechnung der Periode von 
26 000 Jahren, einigermafsen iUusorisch erscheinen zu lassen. 

Bei Berücksichtigung dieser verschiedenen Einflüsse werden die 
Formeln für die Bewegung der Erdaxe wesentlich komplizierter. Die 
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PräoeMion wird nicht melir eine gleichförmige, sondern 
zuletzt geoaDoten Verhiltnisee eine etwaa hescUeonigte oder venögertB 
Bein. AaGKrdem wird eich der bisher besprochenen hauptsächlichen 
Nutation eine Reihe sekundärer Nutationen, z. B. eine Xatation Ton 
der halben Periode der Mondliioten, von der halben Periode des 
Sonnen- und Mondumganges etc. Qberlagem. Um ein Bild von den 
so entstehenden Formeln zn geben, setzen vir als Gegenstück zn den 
Näberungsformeln vom Scblnsse des vorigen Paragraphen die folgende 
rollständigere Besehreibnng der Erdasenbewegnng her. Dieselbe Ist^ 
mit Abänderung der Bezeichnungen dem Werke von Tissersnd^ 
entnommen; der Ursprung und die Bedentnng der einzelnen Tei 
wird nach dem Vorhergehenden klar sein: 

* = 50",37140 1 - 0",00010881 /» 

- 17",251 BinNf + 0",207 amSUt 

- 1",269 sin *y- - 0",204 sin *^', 

# - 23''27'32",0 + 0",0OO00719(» 

+ 9",223 coa N * - 0",090 cos 2 N i 
+ 0",551 cos ^ + r,089 cos ~ 

Auch diese vollständigere Formel beansprucht nicht, exakt zn seim 
und darf ebensowenig vrie unsere frühere Daratellung auf beliebig 
lange Zeiträume ausgedehnt werden. Ihr Zweck ist vielmehr nur do^-jl 
unter den heutzutage gültigen Werten der astronomischen Konstantatt 1 
die Voranabeatimmung der Lage der Erdaxe für einen den Bedürf- I 
nissen des rechnenden Astronomen genügenden Zeitraum zu ermöglichi 
Andere Autoren**) geben noch längere Formehi an. 

Zum Schlüsse dieses Abschnittes haben wir noch einen gewiss 
ZirkelsehluTs zu besprechen, den wir uns im Vorangehenden bei den^ 
numerischen Rechnungen zu Schulden kommen lassen mitfsten und 1 
auf den bereits pag, 642 hingewiesen wurde. Es handelt sich nm das | 
Verhältnis Erdmassc zu Mondniasse Mjm^ und um die sog. EUiptii 
der Erde (vgl. wegen der Benennung § 8 des vorigen Kap.), d. k i 
Verhältnis {C—Ä)/A. Während wir im Vorstehenden gewisse Zahl« 
werte fOr diese Gröfsen zn Grunde legten, um daraus die Gröfse dal 



tjbrigena haben wir 
1 Torstebenden keine ErklBi 



•) 1. c, tome 8, § 19a, Gl, (m) trnd (n), 
TisBerandschen Glieder nntardrackt, welche i 
(gefunden haben, 

**) Z. B, Th. Oppotzer, BahnbeBtiminuag der Kometen nnd Planet« 
Leipzig 1670 und 1683, Bd. I, eiBter Teil, 
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PräcessiotiBgescbwüidigkeit und die ÄjnpUtuden der Nutation zu be- 
rechnen, liegt in Wirklichkeit die Sache so, dafs die zuverläasigsten 
Zahlenwerte jener beiden Verhältnisse eben aus der Beobachtung von 
Präcession und Nutation gefolgert werden. Damit entfallt dann logischer 
Weise die Möglichkeit, die Präcession und Nutation vorauszuberechnen. 
Außerdem liegt auch noch die physikalische Voraussetzung zu Grunde, 
dafs man die Erde für die hier berechneten Wirkungen als starr an- 
sehen darf, worauf wir im folgenden Äbaehnitt zurückkommen. 

Wir sahen oben, dafs sowohl in den theoretischen Ausdruck der 
Präcessionsgesch windigkeit v (Gl. (6') von pi^. 641) wie in den Aus- 
druck der Nutationsamplituden a und h (Gl. (11) von p^. 660) die 
beiden Gröfsen {C — Ä)jC und M/m^ eingehen. Entnehmen wir also 
den Beobachtungen zwei möglichst genaue Werte, beispielsweise von 
V und a, so haben wir zwei Gleichungen zur Bestimmung der beiden 
Unbekannten {C — Ä)jC und Mjm^, Man findet auf solche Weise 
als die heutzutage vertrauenswürdigsten Werte dieser beiden Un- 
bekannten*) 

~c~ = 304:9' »;; = *'^'^''- 

Dem entsprechen die oben benutzten abgekürzten Zahlenwerte 1/305 
und 82. Pur die sog. Elliptizität ergibt sich mit derselben Näherung 
(C-Ä)IÄ^ 1/304. 

Übrigens stimmen die auf anderen Wegen hierfür erhaltenen Zahlen 
(z. B. aus der Gradmessung der Erde, aus den Störungen der Mond- 
bahn durch die Erde und der Erdbahn durch den Mond) mit den an- 
gegebenen Zahlen soweit Uberein, als man es bei der grÖfseren Un- 
sicherheit dieser letzteren Bestimm ungs weisen erwarten kann. 



B. ßeopbygikalisvhe AnTvendnngen. 

§ 5. Die Euleroohe Periode der Folschwankungen, tbeoretiBohe 
Behandlung. 
Es ist ans von früher her wohlbekannt, dal's unter dem Einfiuls 
der Schwere die reine Fräces^onsbetcegiivg des Kreisels einen Aus- 
nahmefall darstellt, dafs diese Bewegung im Allgemeinen von perio- 
dischen Schwankungen der Kreiselaxe überlagert wird, welche aller- 

*) Vgl. S. Newcomb, Fundamental CooBtantü of ABtronom;. Waabington 
1895, pag. 1S3. 
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dingB bei hinreiclieiid sl^irkem Eigenimpuls m der Regel unmerklich 
klein werden. Diese Schwankungen wurden Nuttitionm BcLtechtweg 
genannt; wir werden sie jetzt zum Unserschied von den im vorigen 
Absclmitt besprochenen Nutationen als freie NuUUioneji bezeichaen. 
Aus der Zusammensetzung dieser freien Xutatiouen mit der gleich- 
förmigen Präcession entstand unsere „psmdoreguläre Fräcession". 

£b drängt sich uns nun die Frage auf: Ist die im voriget) Ab- 
schnitt berechnete Präcession der Erdaze von Schwankungen begleitet, 
welche nicht von den äuläeren Kräften erzwungen sind, sondern die 
freien Schwingungen des Systems darstellen? oder, kürzer gesagt: 
Ist die Rotatianshewegtmg der Erde, wenn wir von allen erzwungenen 
Schwankungen absehen, eine reffuläre oder eine pseudore/juiäre Präcession ? 

Die Beantwortung dieser Fr^e erfordert das Zusammenwirken 
von Theorie und Beobachtung. Wir geben zunächst die Theorie, 

Das Wort Erdaxe ist zweideutig. Man bezeichnet damit einerseits 
die Figurenaxe der Erde, d. h. diejenige HaupttrÜgheitsaxe der Erde, 
welche ungefähr mit der Verbindungslinie von Nord- und SUdpol zu- 
BammenfälH, also eine (»i ErdkiJrper fesk Axe; andrerseits meint man 
damit die augenblicklidie Rotationsaxe der Erddrehung, also eine Gerade, 
welche genau den instantanen Nord- und Südpol verbindet und daher 
inetantan im Itaume fest ist. Dafs beide Bedeutungen nicht zusammen- 
fallen, ist gerade der Gegenstand der folgenden Erörterungen, bei 
denen wir zwischen Figuren- und Rotationsaxe wohl zu unterscheiden 
haben. 

Die Bewegungen der Fig\ire»axe bei der pseudoregulären Pröcession 
wurden pag. 291 erörtert. Sie wurden in den Winkeln & und ^ durch 
die folgenden augenäherten Gleichungen bestimmt (s. pag. 303, GL (11)): 



(1) 



icos fr = COB #(, -|- a sin #„ sin 
P, , a N , 



wo a durch die pag. 296 definierte Größe 
ausdrückte: 



t, 



sich folgend ermaBen. 



m »-5 _ _ 

Die ersten Glieder der rechten Seiten von (1) geben den PräcesBions- 
bestandteil der Bewegung und kommen für das Folgende nicht in Betracht. 
Wir bemerken nur, dafs die GrÖfse P, die beim Kreisel gleich MgE 
wBj, im Falle der Erde durch Pcosd^ zu ersetzen ist, wo P durch den 
Ausdruck (3) von pag. 640 bestimmt ist. Die zweiten Glieder liefern 
die freie Nutation und interessieren uns hier aus schlief ahch. Sie be- 
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deuten eine kreisförmige Schwingung (vgl. pag. 305), d. h. der Dureh- 

Bohnitt der Fi goren ase mit dem Himmelsgewölbe beschreibt, wenu 
man von der Präcessionsbeweguiig und den im vorigen Paragraphen 
betrachteten erzwungenen Schwankungen absieht, einen kleinen Kreis 
am Himmel. Die scheinbare Gröfse des Radius beträgt n und hangt 
von der Anfangslage des Impulses ab, auf welche sich die Gröfse »' 
in Gl. (1') bezieht, ö^ bedeutet die mittlere Ne^ung der Figurenase 
gegen die Normale zur Ekliptik während dieser Kreis Schwingung. Die 
Schwingungsperiode x, d. h. die Zeit, in der der Kreis einmal durch- 
laufen wird, ist durch die Gleichung bestimmt 



wo r, die Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehung, gleich 2« divi- 
diert durch die Länge des Stemtages ist. Nehmen wir letzteren zur 
Zeiteinheit, so wird r = 2ar und r = ÄIC. Die Schwingungsperiode ist 
also, da C nur wenig gröläer ist als A, ein tvenig Meiner als ein 
siderisrjier Tag. 

Dies Resultat war vorhersusehen. Wenn nämüch die Figurenaxe 
mit der Rotationsaxe nicht zusammenfallt, wird erstere um letztere 
auf einem Kreiskegel herumgeführt. Stände nun die Rotationsaxe 
völlig still, so würde die Periode genau einen Tag betragen; wechselt 
sie lai^am ihren Platz, so weicht die Periode nur wenig von einem 
Tage ab. 

Indessen läfst sich die somit als möglich nachgewiesene nahezu 
eintägige Schwankung der Figurenaxe durch die Beobachtung nicht 
feststellen, weil sich die Beobachtung am Himmel notwendig auf den 
Wechsel der Rotationsaxe bezieht. Zu letzterer wenden wir uns jetzt. 

Dabei werden wir zu unterscheiden haben zwischen dem Weclisel 
der Botationsaze gegen den Baum und ihrem Wuchsd relativ gegen den 
Erdkarper. Ersterer wird bestimmt durch die Komponenten n, x, p, 
letzterer durch die Komponenteu p, q, r des Drehungsvektors, welche 
beide durch die Gl. (7) und (8) von pag, 45 mit den Eulerschen 
Winkeln tp, if-, ■& in Beziehung gesetzt sind. Die ä, x, p sind die 
Koordinaten der Punkte der Herpolhodie, die p, q, r die der Polkodle. 

Die Werte der n, x, p lauteten 

IÄ = fr' cos ((■ -|- <p' sin 9 einili, 
X = fr' sin V — v' sin fr cos ^ , 
Q = t' + COßfrqs'; 
sie beziehen sich auf ein im Räume festes Koordinatensystem x, y, e, 
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(leBaen dritte Äxe in imserein Falle mit der Nornialun der Ekliptik 
ziisammenfällt, (weil wir voo dieser uiib den Winkel Q meBBen), und 
dessen erste Axe der in der Ekliptik gelegene Strahl 4^ = ist (uach 
allgemeiDer Festaetzung über die Messung des Winkels V)- Fs ist 
aber bequemer ein Koordinatensystem zu benutzen, dessen dritte Axe 
mit der mittleren Lage der Figurenaxe zusammenfaUt, aleu gegen die 
Normale der Ekliptik um den Winkel ^^ S^^'^^f^ 'st- I>ie erste Axe 
des neuen Systems möge mit der ersten Axe des alten Systems über- 
einstimmen. Bezeichnen wir die Koordinaten des Drehungsvektors in 
diesem neuen System mit »j, x,, (i,, so wird ersichtlich 



X, = X cos #u + p sin ftpi 
p, = — X sin #0 + p cos &„. 
Seteen wir aus (3) ein, so ergiebt sich 

IjT, = fr' cos V + <p' Hin * sin V , 
Xj =• fr'coBÖ'oBiuil' — 9»'(8in'&coBfl'oC08((' — sinö-|,coBfr) + ^'flinftfl, 
Pi =~&'sia9^Bmtii 4- qp'(BinfrosinffcoBi/i+Gos'&nCos#)+ i/j'cosfrd. 
Nun ist zu berücksichtigen, dafs nach (!) * — ■&(, und f, sowie 
die Differentialquotienten &' imd V kleine Oröfsen sind^ lassen wir 
auTserdem den uns hier nicht intercBsierenden Präcesaionsterm PtfN 
fort, so werden alle jene Gröfsen von der Ordnung der Nutationa- 
amplitiide a. Wir können nämlich, indem wir cos fr entwickeln, statt 
(1) schreiben: 

— frp =— asin (-^ (l, fr = — coBl-j-n, 



(4) 



!• = a coB ( 



IN 



sin frj, ^' ■ 



aN 



sinp^O- 



L 



In den Gleichungen (3) sollen nur die Glieder niedrigster Ordnung 
der kleinen Gröfsen beibehalten werden. Wir setzen daher cos V^ — 1, 
Hin((' = V, sinfr sin^ = ainfro - ^, fr'sin* = etc. und erhalten: 

Ä| = fr' + y' sin frfl ■ ifi, 

x, = — "p'C* — ^n)+ "("'sinfro, 

Pi "" ?>'+ ^'coBfr,,. 
Des Weiteren bemerken wir, dafs (p'+ confr^iff' nach den Glei- 
chungen (T) von pag, 45 gleich der Winkelgeschwindigkeit r der Erd- 
nmdrehung, also gleich 2,t ist, wenn wir wieder den Sterntag aU 
Zeiteinheit wählen. Die letzte Gleichung lautet daher (i, = 2»; in 
den beiden ersten Gleichungen dürfen wir direkt tp = 2n nehmen, 
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weil hier 9)' mit den kleinen Gröfsen lii und # — #9 miütipliziert er- 
scheint. Somit folgt: 

Jt, = »■' + 2)1 sin'&oV, 

X, = — 2t(*— &(,) + Jti' sia&a, 

tf, = 2n. 
Indem wir nun die Werte von 0, ((>' etc. aus (4) eintn^en und 
berücksichtigen, dafs N ^ Cr = 2itC ist, erhalten wir schliefslich die 
folgende Darstellung der Herpolhodie: 



-~2x 



- aotix -7- 1, 



(») 



- sin 2x 



J'. 



p«i = - 2ä 

l P. = 2«. 

Wir erkennen hieraos: Die Rotationsaxe beschreibt im SoMtne tmen 
1 die Bicktung unserer dritten Koordinatenaxe q, d, h. um 
die miÜlere Lage der Figurenaxe. Die Zeitdauer, in der sie diesen 
Kräskegd einmal durchläuft, ist wieder r^A/C, also wenig kleiner 
tme ein Slemtag. 

Wir können anch s^en, daJ"a in der gleichen Zeit der Schnittpunkt 
der Rotationsaxe mit dem Himmelsgewölbe einen Kreis durchläuft. Der 
scheinbare Radina desselben, gemessen durch denjenigen Winkel, unter 
dem er von der Erde gesehen wird, beträgt (bei Vertauschung der 
trigonometrischen Tangente mit dem Bogen): 



Dieser Radius ist erheblich kleiner wie der scheinbare Radius a des- 
jenigen Kreises, den der Schnittpunkt der Figurenaxe mit dem Himmela- 
gewölba beschreibt. Wir fanden nämlich (vgl. pag. 663) 



(6) 



= 305, also 



= 304. 



Die Schwanhmff der Eotationsaxe im Baume beträgt also kaum den 
300'" Teil derjenigen der Figurenaxe. Da sich nun, wie wir sehen 
werden, aus den Beobachtungen ergiebt, dai's die Winkelgrofae a hart 
an der Grenze des Beobachtbaren liegt, so wird sich die Winkel- 
grofae a — j — = a/304 der Beobachtung völlig entziehen. Man 
tpird also für aÜe praktischen Fragen anm^men dürfen, dafs die Boia- 
Honsaxe im Baume vSäig stiUe steht. 

Natürlich ist die obige Darstellung der üerpolhodiekurve nicht 
völlig exakt, weil wir erstens höhere Glieder w^gelaeeen und zweitens 
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ilio PräceBBionsterme TernachlSssigt haben. Hätten wir letztere mit 
berOoksicbtigt , so hätten wir statt des Kreises am Hirn melsge wölbe 
eine sehr eng verschlnngene Cjkloide bekommen. 

Interessanter ist das Studium , der Polhodie. Ihre KoordiBaten 
p, q, r Bind durch die Gleichungen (7) von pag. 45 gegeben: 

p ^ fr' cos 9 + if-' sin 9 Biaip, 

q =— fr'sin?) + ifi' eia 9 C03 <p , 

r = 9 -f COB # i>'. 
Die letzte Koordinate ist knnetant, nämlich hei unserer Wahl der Zeit^ 
einbeit gleich 2n. In den beiden ersten Gleichungen setzen wir für 
■&' mid iji' die Werte aus (4) ein, «cbreiben, unter Vernachlässigung 
kleiner GrSfsen höherer Ordnung, sinfr = sinö-g, tp^Sxt, N^2nC 
und erhalten: 

. tG082itt + em2x-7tBia23it) , 



p — — 2stOjlC08; 
q- 2«5' 
r-2x 



2jr-.-(Bin2Ä(— 8in2Ä-;-icos2«n, 



(') 



/) = 



-2«. 



Dies ist die gesuchte DarsteUtMf/ der Polkodir. Sie zeigt uns, tiaß 
die RotaÜomaxe auch im Erdicörper ei'wvi Kreiskegcl beschreibt und zwar 
um die Ftgurmaxe rfer Erde. Der Winkel an dt^ Spitze desseWen 
zwischen der Figurenaze und den Erzeugenden des Kegels ist (bei Ver- 
tauscbung der trigonometriscben Tangente mit dem Bogen): 



Dieser Winkel ist also C/(C — .4) — 30Ö mal gröfser wie der ent- 
sprechende Winkel des Herpolhodiekegels. Die Zeit, in der die RotO' 
tionsax-r den Polbodirkegd einmal durchläuft, beträgt dabei A/{C—A)=~3(H 
Stemtage oder rund 10 Monate. Diese Zeit heilst die Eitlerscke Periode 
oder der Etitersche Cyklus, weil bereits Enler*) die nötigen theore- 
tischen Vorarbeiten zur Berechnung dieser Periode geliefert hat. 

•) Mechantc» «ive motuii sdentia. Putetsliarg 1786, ilrittor Teil, Kap. XVI, 
g SS9 ff. Tfaeoria motUH corporum Bolidomni iteii ri|(idoruni , Greifswald 1706, 
K»p. XU, Sfi 711, 717—783. Der numeriache Wert aoi »cheint alletdings bei Enler 
noch Dicht vorzutouuueD. 
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Natürlich sind auch die Gleichungen (7) nicht ganz voUstäodig, 
insofern wir bei ihrer Ableitung von den Präceasionsgüedem abgesehen 
haben; wollten wir letztere mit berücksichtigen, so würden zu den 
obigen Werten der p und q noch gewisse leicht angebbare Glieder 
TOn sehr kleinem Betrage und von der Periode eines Stemt^es hinzu- 
kommen. 

Übrigens lassen sich die obigen Werte der p und q auch un- 
mittelbar aus den Eulerschen Gleichungen entnehmen, wenn man be- 
denkt, dafa die in Rede stehende Bewegimg eine freie Nutation ist, 
und dementsprechend bei ihrer Berechnung von den aufstören Kräften 
(Sonnen- und Mondanziehung) abstrahiert. Die Eulerschen Gleichungen 
lauten dann (vgl. pag, 140) iür A = B und r = const. = 2x: 



I ^ 



dg ^ 



und geben integriert (vgl. pag. 151, Gl. (6')): 
p + iq = ce ' . 

Man braucht schliefslich nur in einen reellen und imaginären Teil 
aufzulösen, um im Wesentlichen (nämlich bis auf die abgeänderte 
Bezeichnung der Integrationskonstanten) die Gleichungen (7) wieder- 
zufinden. 

Es ist nützlich, diese Verhältnisse im Sinne Poinsots durch die 
Figur des Polhodie- und Herpolhodiekegele zu veranschaulichen und 
mit derjenigen Figur zu vei^leichen, welche in gleicher Weise die 
Verhältnisse bei der (durch Sonnen- und Mondanziehuug erzwungenen) 
Präcession der Erdase darstellt. Dies geschehe in den Fig. 100 a und b. 

In Fig. 100a (erzwungene Präcession) findet die Bewegung der 
Erdaxe um die Normale der Ekliptik {N) in dem mehrfach genannten 
ungefähren Zeitraum von 26 000 Jahren statt. Der Winkel au der 
Spitze des Herpolhodiekegela (eigentlich Winkel zwischen der Normalen 
N and der Eotationsaxe, wofür wir aber ohne irgend einen Fehler auch 
den Winkel zwischen der Normalen N und der Figiirenaxe nehmen 
können) beträgt 23'/j ". Die Öö'nui^ des Polhodiekegels wurde p^. 49 
berechnet und nach ül. (2) daselbst gefunden zu sin 237^"/ 365 -26 000 
= ungefähr 0,01"; die Kleinheit des Polhodiekegels wurde a. a. 0. durch 
die Angabe veranschaulicht, dafa er auf der Erdoberfläche einen um 
den Nordpol beschriebenen Kreis von nur 27 cm Radius ansschneidet. 
Wir haben also einen ziemlich weiten Sa-polliodiekegd und einen äußerst 
spiteen Polhodiekegel. In Fig. 100a konnten wir natürlich nicht an- 
nähernd das wirkliche quantitative Verhältnis beider Kegel zum Aus- 



G70 



VUI. Aludinitt B. GeopliyMlcaliBche An Wendungen. 



druck bringen; vielmehr ist der Polhodiekegel verhälbiiamäTBig f&st 
10* mal zu breit gezeichnet. Wir haben uns vorzustellen, dafs der io 
der Krde feste und an der Erdumdrehung teilnehmende Polhodiekegel 
sich in einem Tage, von F aus gesehen entgeijen dem Uhraeigersiime, 
einmal umdreht und dabei ohne zu gleiten im Innern des Herpol- 
hodiekegels abrollt. Wegen seiner aiifserordentlichen Kleinheit durch- 




miTst er den Mantel des Herpolhodiekegela erst in 26000 Jahren e 
Der Sinn des Abrollens ergibt sieh aus dem Umdrehungssinne des 
Polhodiekegels und erfolgt in der Figur von rechts über vom nach 
links, abo von N gesehen im Uhrzeigersinne. 

Wir betrachten nun Fig. 100b (freie Nutation). Die Bewegung 
findet hier um die mittlere Lage der Figurenaxe statt (die in der 
Figur vertikal gezeichnete Gerade 0F„, im Qegensatz zu der augen- 
blicklichen L^e der Figurenaie OF). Der Winkel an der Spitze dea 
Polhodiekegels beträgt nach Obigem a j , der des Herpolhodiekegela 
--. - ; das Verhältnis beider wurde gleich 305 gefunden. Jetet ist , 
also der Herpdhodiekegel erheblich spitzer tvie dar Polhodiekegd; auch hier 
konnte das zahlenmäfsige Verhältnis beider Kegel in der Figur nicht 
zum richtigen Ausdruck gebracht und mufste der Herpolhodiekegel ver- 
hältnismäfsig viel zu stumpf gezeiclmet werden. Nach unseren Formeln 
hiingt die absolute Gröfse der Kogelöffnungen von der Qröfse a ab, 
über die nur die Beobachtungen Änfschlufs geben können. Wir sind 
also einstweilen über die wirkliche Gestalt von Polhodie- und Herpol- 
hodiekegel im Unklaren imd haben daher in Fig. l(X)b dem Polhodie- 
kegel etwa diejenige Gröfse gegeben, wie sie dem Herpolhodiekegel in 

100a zukommt. In Wirklichkeit wird, da die Beobachtungen 
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einen üufserst kleinen Wert von a ergeben, aucb der Polhodiekegel 
üuifierst spitz und der Herpolhodiekegel dementsprechend noch 300 mal 
spitzer. Fig. 100b kann daher nur eine grobe qualitative Veran- 
achaulichung der Verhältnisse geben. Wir müssen uns nun vorstellen, 
dafs der relativ weite Polhodiekegel, der den eiigen Herpolhodiekegel 
unifalst, mit der Geschwindigkeit der Erdumdrehung rotiert und dabei 
ohne zu gleiten auf dem Herpolhodiekegel abrollt. Der Drehsinn des 
F'olhodie kegeis ist wieder, von F gesehen, dem Uhrzeigersinne ent- 
yegengesetel. Daraus tblgt, dafs das Abrollen, von F^ aus gesehen, 
ebenfalls entgegen dem Uhrzeigersinne erfolgt. Die Berührungslinie 
beider Kegel stellt uns die Lage der Rotationsaxe sowohl im Räume 
wie in der Erde dar. Sie läuft im Baume in etwas weniger wie 
einem Stemtage um. Wenn nämlich die Berührungslinie nach ein- 
maliger Durchmessung des Herpolhodiekegels wieder in ihre ursprüng- 
liche Li^e auf dem Herpolhodiekegel {OA der Figur) zurückgekehrt 
ist, befindet sie sich in Deckung mit derjenigen Erzeugenden OB 
des Polhodiekegels, die wir erhalten, indem wir den auf dem Pol- 
hodiekegel gemessenen Bogen AB gleich dem Umfange des Herpol- 
hodiekegels im Abstände OA von machen. Der Strahl OA, als 
Erzeugende des Polhodiekegels betrachtet, ist infolgedessen noch nicht 
in seine Anfongslf^ zurückgekehrt; die Zeitdauer des Umlaufs der 
Rotationsase auf dem Herpolhodiekegel wird daher etwas kleiner als 
die Zeitdauer, in der ein Strahl des Polhodiekegels einmal umläuft, 
welche ihrerseits gleich einem Stemtage ist. Auf dem Bolhodiekegel 
andrerseits läuft die Rotatiojtsaxe erheblich langsamer um. Da sie 
nämlich während eines Stemt^es um wenig mehr als das Stückchen 
AB auf dem Polhodiekegel im Sinne der Erddrehung vorgerückt ist, 
dauert es eine erhebliche Anzahl von Stemtagen, bis sie den ganzen 
Umfang des Polhodiekegels durchmessen hat. Diese Anzahl wurde 
oben als Eulers eher Cyklus bezeichnet und gleich 304 gefunden. 
Nach der Figur in Übereinstimmung mit unseren obigen Rechnungen 
wird das Verhältnis zwischen der Umlaufszeit der Rotationsaxe in der 
Erde und derjenigen im Ramne gleich dem Verhältnis des Umfanges 
des Polhodiekegels zu demjenigen des Herpolhodiekegeb, in gleichem 
Abstand von der Spitze der Kegel gemessen. 

In unseren Rechnungen sowohl wie in unseren Zeichnungen haben 
wir ans guten Gründen die Behandlung der erzwungenen Präcession 
von der der freien Nutation abgesondert und die erzwungenen Nuta- 
tionen überhaupt bei Seite gelassen (die man ebenfalls mit Poinsot- 
schen Vorstellungen begleiten könnte). 

In Wirklichkeit findet natürlich eine Überlagerung dieser verschie- 
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imta B ewag na gai maä diait «ne Übcriigeraag «kr Fnmds md m ge- 

wäMB BtBB0 «öe ÜhfriigWMg dv Figvoi ilatt. Lödo- Tali«rt die 
PoMtotoebe VonteUong der abroüaideB Ke^ ßr cäe derutig« xo- 
MmoMSgeMtsa« Bewegmg äres Banptmrmg, dai der oauttelbareii 
A— efaBntJffhVrit. Wullt^o wir mu närnKdi PnceaöoB imd Notation ts 
CMMT l^giir dsntcDm and durch fin Paar abrolknder Kegel Tawirk- 
lidien, wo mBbten wir den HeqwlhodidKgel nit aaberordaillieb 
klflinea and kiin!«a Welloogen vaiebai, in welche «etf wch t^de 
WdtoiigeD de« ptAhodiekugela äxtgräfea. Ffir das anaeliawlichB Vap- 
rtinilntr de« Vorganges wird hierdnrich aber nichts gewonnen. 

Sehliefitich gebeoi wir im Interesse der folgenden Diakunonai 
ron dem ans aanmehr bebmoten Polhodiekegel bei der &eien Nntaticai 
zu demjenigen Kreise Bber, den der Polhodiekegel auf der Eidobes^ 
flSche aoMchneidet. Wir iuit«rBcheiden den Durchschnitt der Bofea- 
tionsaxe mit der Erdoberfläche, den „instantanen Erdpol", Ton dem 
Durcbschnitt der Figurenaxe mit der Erdoberfläche, dem geometrischen 
Krdjiol". Unsef Kreis ist der geometrische Ort des instantanen -Pols, 
»ein Mittelponkt fällt mit dem geometriBchen Pole zusammen. Nadi 
der vorangehenden Theorie mSsaen wir erwarten, dafs der instaotane 
Pol den geometrischen Pol in der Periode des Eulerachen Cyidns, also 
etwa in 10 Monaten, einmal im Sinne der Erdrotation amkreist. Der) 
vom Erdmittelpunkte aus gesehene Radius des Kreises beti^t 
Obigem o -^ ■ 

Wir werden im folgenden Paragraphen darüber za berichten habt 
in welcher Weise sieb eine derartige Bewegung des instantanen Pol 
in (Ion Beobachtungen der Pobchwankuogen bemerklich macht über-' 
Nchlagen wir hier nur noch die Chancen der Beobachtungsmöglichkei^ 
HO seilen wir, dal's diese jetzt viel günstiger liegeo, wie vorher, wo 
OB iich um den Nachweis der räumlichen Bewegung der Botationsaxe 
handelte. Denn erstens ist die Periode der Bewegung des instantanen 
PoU und zweitens tat ihre GrälBü ca. 3<X) mal so grofs, wie die Periode 
und OriifMB deijenigen Bewegung, welche der Schnittpunkt der Rotation»- 
ttxe am Himmelsgewölbe ausführt. Obschon also, wie wir bemerkteoi'; 
die frühere Bewegung unmerklich war, so braucht es darum nicht 
jetzige zu sein. 

§ a. Der Naobwaia der Polsebwankuugen doxoh die Beobachtung; 1 

die OhandJersche Periode. 

In der Beobachtung werden sich die im vorigen Paragraphen all J 

mügtirli iiuchguwieseneu Polschwankungen durch eine VeräaderlichkeiiJ 
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der Brcik des Beobachtuugsortea vpirateii. Ob man dabei die Breite 
als geographische (Komplement desjenigen Winkels, welchen die Lot- 
linie des BeobachtungBortes mit der Rotationsase der Erde bildet) oder 
als geocentrische (Komplement des Winkels, den die Verbindungslinie 
des Beobaehtungsortes und des Erdmittelpunktes mit der Rotationsaxe 
einachliefat) definiert, ist gleichgültig. In beiden Fällen handelt es 
sich um den Winkel einer in der Erde festen Geraden mit der in der 
Erde variabeln Rotationsaite. Je nachdem sich die letztere bei ihrer 
Bewegung dem Beob ach tungs orte nähert oder sich von ihm entfernt, 
wird die Breite des Ortes abnehmen oder wachsen. 

In der That sind nun Breitenschwankungen, welche sich nicht 
durch Beohachtungsfehler erklären liefsen, schon früher zu wiederholten 
Malen vermutet worden, so von Peters (1)^42) und Nyren (1871) 
an der Sternwarte Pulkowa, von Clerk Maxwell an den Greenwicher 
Beobachtungen aus dem Jahre 1851 bis 1854. Die Amplitude der 
Schwankung hielt sich in den Zehnteln einer Sekunde, die Angaben 
über die Periode waren widersprechend. Zur Sicherheit erhoben wurde 
das Vorhandensein von Breitenschwankungen aber erst durch die be- 
sonders genauen Beobachtungen von Küstner an der Berliner Stern- 
warte aus dem Jahre 1885, Auf die sehr ausführlichen Arbeiten, in 
denen Chandler*) das gesamte vorliegende Beobaehtuugsmaterial einer 
eingehenden Diskussion unterzog, kommen wir unten zurück. 

Neues Licht wnrde auf die ganze Frage geworfen, als im Jahre 1891 
eine astronomische Espedition nach Honolulu zum Zwecke von Breiten- 
messungen ausgeschickt wurde, 
welche mit gleichzeitigen Beobach- 
tungen in Berlin vei^lichen wur- 
den. Honolulu liegt imgefäbr auf 
dem entgegengesetzten Meridian 
(171" westlich) von Berlin. Wenn 
nun die Breitenschwankungen wirk- 
lich ihren Grund in dem Wechsel 
der Rotationsaxe der Erde haben, 
so müssen sie sich an beiden Sta- 
tionen in entgegengesetztem Sinne 
äufsem (vgl. Fig. 101): die Breite in 
Berlin rauXs zunehmen, wenn sie in Honolulu abnimmt, ein Maximum der 
Breite in Berlin muTs mit einem Minimum in Honolulu zusammenfallen etc. 
Wie vollständig sich diese Erwartung bestätigt hat, zeigen die beiden 



Ber-lin 




Honolulu 



•} ABtronomical Journal Vol. XI, XII, XV, SIX, XXI, XXH (1891^1902), 
KlBlD-Banimerreld, lCre{ie1t>««Bgiiiis. 43 
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1 fülgeoilon Diagramme*) (Fig. 102J; in ihnen bedeutet die Abscisse die ^^M 
Zeit während der Jahre 1891 und 1892, die Ordinate giebt die Ab- ^H 
weichung der geographiBcheu Brette von ihrem mittleren Werte an, ^^H 
in einem Marsstabe, der auB den angeschriebenen Zahlen erBichtlicb ist. ^^H 
Die Amplitude der Schwankung ist, wie wir sehen, ftir beide Stationen ^H 
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^^1 ungefähr gleich; sie liegt zwischen 0",2 und 0",3; vor allem aber ^H 

f^^ Durch letztere Thatsache ist aufs augenfälligste dai^ethan, dafs die ^H 

1 }iabm, dafs also diese Aze relativ gegen den Erdliörper gewisse Se- ^H 
' wegungen ausführt. ^| 

( Stationen, wie Berlin und Honolulu, nur eine Komponente der Bewegung ^H 
■ wieder, die Komponente nach der durch beide Stationen gelegten 

Meridianebene. Dagegen werden zur vollstänciigen Kenntnis der Be- 
1 wegungen zwei Stationen genügen, deren Meridiane etwa einen rechten ^_ 

Winkel bilden. Wenn mehrere solche Stationen, insbesondere auch ^H 
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ersten filiif Jahren entsprechende Weg punktiert, der den letzten i 
Jahren entsprechende ausgezeichnet. Die ei uge ach ri ebenen Zahlen ] 
deuten die Daten (Jahre und Jahreazehntel), auf welche die Beobac 
tüugen sämtlicher Stationen reduziert wurden. Der mittlere Fehler c 
einzelnen Koordinate des instantanen Poles wird zu 0,03" angegebfll 
Dieser verhältniamäfsig kleine mittlere Fehler wird aber nur dsdta 
erzielt, dafs zur Ableitung jeder Koordinate eine grofse Zahl rd 
Einzelbeobachtnngen herangezogen wurde, die selbst einen viel gröfserfl 
mittleren Fehler haben. Der Ursprung des benutzten Koordinate 
Systems entspricht der mittleren Lage des instantanen Poles oder 1 
wir auch s^en können, dera geometrischen Pol. 

Bewegung des Nordpoles der Erdaxe. 
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Vergleichen wir nun diese Figur mit der vorangehenden Theorie i 
der Pols chwankun gen. 
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. füllt zunficlist ms Auge, il&is die Polbalin keinem einfaclieu 
rAtoe ii^tischen Gesetze mit Genauigkeit genügt, dafs sie einen scheinbar 
_ len Charakter hat und vielfach gestört ist. Es aiod bei der Tor- 
j^l <%/'u Frage offenbar nicht mehr die einfachen Verhältnisse der 
^ilO*lsmechanik malsgehend, sondern wir befinden mis hier bereits 
'1 verschlungenen Gebiete der Geophysik. Nach der abstrakten 
I |m^^<I*^^-'< vorigen Paragraphen sollte die Bahnkurve ein Kreis sein; 
^^im in Wirklichkeit nicht die Rede; nur zu Beginn des Beobach- 
.■aumes wird die Kreisgestalt einigermafsen approximiert. In 
"'. ,iif werden wir bald eine Reihe imberechenbarer Störungen kennen 
liTiicii, welche die Polbewegung beeinflussen und von ihrer theore- 
tischen Gesetz mäfsigkeit entfernen. 

Dagegen ist zu betonen, dafa der Sinn der Polbewegung durchweg 
mit dem von der Theorie geforderten Sinne der Erdumdrehung über- 
einstimmt, wenn wir eine vorübergehende Unregelmälsigkeit ausnehmen, 
die von 95,0 bis 95,6 reicht. Hier hat entweder eine jener später zu 
besprechenden temporären Störungen stattgefunden, in einem solchen 
Grade, dafs durch dieselbe der Polweg in der Figur über den Koordi- 
natenurspning hiuübei^e zogen ist, oder aber die Schleife als solche ist 
aul Beobachtungsfehler zurückzuführen, was ebenfalls keineswegs ausge- 
schlossen ist, da schon eine Korrektion der Koordinaten um etwa den 
angegebenen mittleren Fehler genügt, um die ganze Unregelmäfsigkeit 
fortzuschaffen. 

Was nun die Amplitude der Potschwankunt/, d, h. den Kadius- 
vektor der Polbahn betrifft, so beträgt dieselbe in GradmaTs im 
Maximum etwa y^", im Mittel vielleicht '/,". Die in den Formeln des 
vorigen Paragraphen unbestimmt gebliebene Gröfse a würde hiernach 
im Mittel etwa gleich %" zn setzen sein. Auf der Erdoberfläche er- 
giebt sich hieraus als mittlere Entfernung e des geometrischen und 
des instantanen Poles etwa: 



= a X ErdradiuB = 



■ — 10' = circa 4 n 



In den Jahren 1890 bis 1895 hat diese mittlere Entfernung durch- 
schnittlich abgenommen, von 1895 bis 1898 hat sie zugenommen, 
von da ah ist sie kleiner geworden, ist aber jetzt {1902} bereits wieder 
in'a Zimehmen übergegangen, wie aus der unsere Figur ergänzenden 
Publikation in den Astron. Nachr. hervorgeht (vgl. die vorige Anm.). 
Das Hauptinteresse konzentriert sich indessen auf die Frage nach der 
Periode der Polbewegung. Hier zeigt sich eine zunächst überraschende 
Abweichung von der Theorie, die um so bemerkenswerter ist, als sie 
durchaus gesetzmäfsig zu sein scheint. Während nämlich die Theorie 
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eine Periode von ungefähr 10 Monaten verlangt, crgiebt die Pröfimg 
von Figur 104 eine Periode von etwa 14 Monaten. Wir verfahren, 
um dies einzusehen, ziemlich roh, aber für unsere Zwecke hinreichend 
genau wie folgt: Wir denken una zunächst die offenbar unregelmäl'sige 
Schlinge von Ü5,0 bis 95,6 nach unten hin au Boiuand ergezogen, ao dafa 
sie mit den anliegenden EurvenstUcken einen dem Uhrzeigersinne ent- 
gegengesetzten Umlauf des Koordinatenaufangea gleich den übrigen 
Umläufen ergiebt und zählen darauf von 90,0 bis etwa 99,4 die Anzahl 
der Umläufe ab. Es sind dies gerade S Umläufe, welche vom Pole 
in 9,4 Jahren zurückgelegt sind. Mithin beträgt die Dauer eines Um- 
laufes oder die Periode der Polschwaukung 

^ ■ 12 = 14,1 Monate. 

Wäiircnd mr also die Eulersdic xeJinmoiiatlwhc Periode vorsufindcti er- 
warteten, werden wir durch die BeobachiunffCii auf eine wcsenÜiek längere 
Periode hingewiesen. 

Das Verdienst, die hier hervorgetretene längere Periode ent- 
deckt zu haben, gebührt dem amerikanischen Astronomen Chandler, 
Chandler prüfte in den schon zitierten umfangreichen Arbeiten rein 
rechnerisch ohne theoretische Voreingenommenheit das gesamte Be- 
obachtnugsmaterial der Breiten seh wankungen von 1840 bis 1891 und 
wurde dabei auf eine Periode von 427 Tagen = ca. 14 Monaten ge- 
führt, eine Periode, welche seitdem im Gegensatz zur Ei^erscJien die 
Chundlernche heifst. 

Ohne zunächst auf die theoretische Erklärung dieser Periode ein- 
zugehen, wünschen wir uns durch blofse Diskussion der in Fig. 104 
niedergel^en Beobachtungen ein Bild davon zu verschaffen, wieweit 
die Polach wankungen durch die Annahme einer 14-monatUchen Periode 
dargestellt werden können. Wir werden dabei nicht das äufserst miih- 
aarae und gründliche rechnerische Verfahren von Chandler benutzen, i 
sondern ein naheliegendes graphisches Verfahren. 

Es sei w = X -\- iy der Vektor vom Koordinatenursprung nachfl 
dem augenblicklichen Orte des instantanen Polea, Würde die Bewegi 
des Poles vollständig durch eine Periode t, (z. B, = 14 Monate) 
schöpft, 80 könnten wir einfach schreiben 

(1) »-ae""-'.+a-«-"'.T, 

wäre die Bewegung Überdies eine reine Kreisbewegung, so würde voni 
den beiden Konstanten a und a' die eine (sf^en wir a) verschwinden;,! 
gleichzeitig würde dann die andere a durch ihren absoluten Betrags 
den Radius des Kreises bestimmen, auf dem die Bewegung stattfindet..! 
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Wir können aber sogleich, den Fall einer allgemeinen elliptischen Pol- 
Schwingung in Betracht ziehend, a sowohl wie a' ate im allgemeinen 
nicht verschwindende komplexe Gröfsen voraussetzen. 

Die Kompliziertheit der Figur 104 zeigt unmittelbar, daTs diese 
Darstellung durch ehw Periode nicht ausreicht. Wir machen daher 
den allgemeineren Ansatz 

(2) w = oe""'"i + a'e"*"'^"; + bc"'^' + fc'e"*"*^ + ■ ■ -, 

indem wir versuchen, die wirklich beobachtete Bewegung durch Über- 
lagerung zweier (oder mehrerer) Schwingiingsbewegungen darzustellen. 
Es ist sehr leicht, den Bestandteil von der bereits bekannten 14-raonat- 
licben Periode aus der Polbewegung zu eliminieren. Wir bilden zu 
dem Zwecke nach GL (2) 



= b(e 



' + h'{e 



-e '-) + ■■■ 
-l)e"""'^ -•■■■■ 



''+ce *. + - 



wo c und c ebenso wie vorher b und b' unbekannte komplexe Kon- 
ataate bedeuten. Wenn also in der Polbewegung aulser r, noch 
eine weitere Periode t, steckt, ao mul's sich diese in der von der 
hauptsächlichen Periode r, befreiten Differenz Wi^.j — w, gerade so aus- 
prägen, wie die Periode r, in to selbst. 

Am einfachsten bestimmt man die Differenz tv,_^_, — w, durch 
die folgende yraphlsclie Kotistruktion*) an der Polbahn Fig. 104. Es ist 
r, = 14 Monate = 1,17 Jahre. Man vergleiche also 7.. B. den Ort des Poles 
für den Zeitpunkt 90,0 mit demjenigen liir den Zeitpunkt 91,17. Die 
Verbindungslinie beider Orte giebt uns nach Gröfse, Richtung und Sinn 
den Vektor tf,^^ ~ ^"i für ( = 90,0. Es ist also nur notig, diese 
Strecke etwa durch Parallelenlineale aus Fig. 104 in eine neue Figur 
(105a) zu übertragen. Wir erhalten so einen vom Koordinatenursprung 
dieser neuen Figur auslaufenden Vektor, von dem nur der Endpunkt 
markiert und durch die Zahl 90,0 bezeichnet ist. In gleicher Weise 

•) DieaeB graphische Verfftbren dürfte neu und für manclio ähnlichen Fälle 
nützlich sein. Vgl. auch, was die analjtiBchen Regeln zat AufQndung ,,ver- 
stcckter Periodiziföten" angeht, den Bericht von H. Bnrkhardt: Entwickelaogen 
nach oscillierenden Funktionen, Jiihteabericht der deutschen Mathematiker -Ver- 
einigung, Bd. 10 1(1901), pag, 318 — 332, Neuerdings hat A. Schuster eine all- 
gemeine Methode (Koustruktion eines sog. „Periodograpben") angegeben, durch 
welche die Frage entscheidend gefördert werden dflifte. Vgl. Nature, Bd. 66 
(1902), pag. 614 — 618. 
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verfahren wir mit den beiden Orten 90,1 und 91,27 in Fig. 104 und 
erhalten dadurch in Fig. 105a einen Punkt, der der Differenz w,^, —u>i 
für ( = 90,1 entspricht und mit 1 bezeichnet ist. So fortfahrend leiten 
wir auB der PoIbaLn in Fig. 104 eine neue Polhahn ab, die von dem 
Banptgliede der Bewegung befreit ist. Diese abgeleitete Polbahn wird, 
wie man sieht, noch« viel verschlungener und imregelmäfsiger als die 
ursprüngliche. Es mufste daher, sollte die Figur nicht zu undeutlich 
werden, die abgeleitete Polbahn in zwei Stücke getrennt werden: 
Fig. 105a giebt den Zeitraum von 90,0 bis 94,0, Fig. 105b den Zeit- 
raum von 94,0 bis 98,0 wieder. Im Ganzen sind somit bei der ab- 
geleiteten Polbahn die Orte zwischen 90,0 und 99,17 verwandt worden. 
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Der Deutlichkeit wegen wurde in beiden Figuren die Hälfte der ah- 
gfleiteten Polbahn punktiert, die andere Hälfte aufgezogen. 

Zunächst lehrt der Anblick der abgeleiteten Polbabnen, dafs ihre 
Abmessungen kleiner aind, wie die der ursp rundlichen Figur. Während 
die Ausschläge in Fig. 104 bis nahezu an 0",30 heranreichen, über- 
schreiten die Ausschläge in den Fig. 105 nur an wenigen Stellen 0", 15. 
Dies Resultat ist keineswegs selbstverständlich, da sich ja bei der 
Differenzbilduiig zwischen W',^., und m, die Gröfse der Anssch^^ 
ebensogut vermehren wie vermindt-m konnte. 
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Wir schlkfsen hieraus, dafs in der That eine Periode von 14 Mo- 
naten in dm Polschwankungen ausgeprägt ist und dafs etwa die Hälfte 
der im Ganeen beobachteten Schwankungen auf eine Bewegung von dieser 
Periode zurückzuführen ist. 

Weiter aber schlierBen wir aus der schon erwähnteD gröfseren 
Verschlungenheit der neuen Figuren, dafs die Umstände, welche den 
nac}i Äbsnig der 14-monatliciien Periode verbleihenden Restbetrag der 
Polsehwankungen bedingen, weniger gesetzmäfsig utid einfach sind, uHe 
diejenigen, tcelcke deit Cfiarakter und die Pm-iode der Haupßiewegung 
bestimmeii. Betrachtet man insbesondere z. B. den Zeitraum von 96,5 
bis 97,5 in Fig. 105 b, so wird man den Eindruck gewinnen, als ob 
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das Zickzack dieses Bahnstückes regellos verläuft, und wird den Ver- 
dacht hegen, dafs es möglicherweise ganz auf Beobaehtungafehler 
zurückzuführen ist. Es kommt hinzu, dafs der mittlere Fehler der 
abgeleiteten Polbahn bei unserer Konstruktion noch etwas grÖfser aus- 
fällt, wie der der ursprünglichen Bahn (0",03), dafs also bei der ab- 
geleiteten Polbahn die Lage der Funkt« nur etwa auf 0",05 be- 
stimmt ist. 

Indessen lüTst sich eine gewisse Gesetzmäfsigkeit auch hei der 
abgeleiteten Polbahn nicht verkennen. Es fällt auf, dafs in beiden 
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Figuren 105 die mit gleichen Zahlen bezeichneten Punkte in der Regel 1 
«iemiich dicht bei einander liegen. So befinden sich z. B. die Tollen 
Jahreszahlen sämtlich in dem Jinken oberen Quadranten der Figuren < 
oder in unmittelbarer Niihe desBelbeu. Um dies nocli deutlicher s 
machen, kiinnte man sich in der Fig. 105 die verschiedenen Poljgone . 
der Jahreszehntel eintragen, indem man die mit gleichen Ziffern 1, 2, . . . i 
bezeichneten Orte des Poles in den verschiedenen Jahren geradlinig ver- 
bindet. Alle diese Polygone würden verhUltnismärsig klein ausfallen. 
Nach Ablauf eines Jahres kommt also der „abgeleitete" Pol im Grolsen 
und Ganzen in seine frühere Lage zurück. Jn der abffdeiktai PoUinkn 
scheint sich hiernach die Periode eines vollen Jahres auszuprägen. 

Versuchen wir ebenso wie oben bei der 14-monatlichen Periodft 
durch Abzahlung der Umläufe das Vorhandensein der jährlichen Periode 
wahrscheinlich zu machen, so müssen wir in erhöhtem Mafse von der 
schon dort angewandten Willkür Gebrauch machen, einzelne Schleifen 
über den Koordinatenursprung herüberzuziehen, um dadurch die Kurve 
abzuglätten. Betrachten wir z. B. den ausgezogenen Teil beider Figuren 
von 92,0 bis 9(i,0, der die verbal tniBmäfsig deutlichsten Elongationen 
aufweist. Wir denken uns den Zug von 92,0 bis 92,4 nach links 
hin über den Mittelpnnkt der Figur herübergezogen. Dieser Zug er- 
giebt dann zusammen mit dem Stücke 92,4 bis 92,8 einen ersten 
Umlauf des Koordinaten Ursprungs; einen zweiten ziemlich regelmäfsigen 
Umlauf haben wir in der Bahn von 92,8 bis 93,8. Indem wir auf 
die andere Figur übeigehen, denken wir uns die Schlinge von 94,0 
bis 94,5 nach unten links herabgezogen; alsdann können wir bis 94,3 
einen dritten Umlauf zählen. Einen vierten vollen Umlauf liefert die 
die Zeit von 94,9 bis 96,0. Im ganzen haben wir also, wenn wir 
die vorgenommenen willkürlichen Verschiebungen der Bahn gelten 
lassen, in vier Jahren gerade vier Umläufe, also eine jährliche Perio- 
dizität der abgeleiteten Bahn. 

Dieses Ergebnis ist ebenfalls bereits von Chandler auf Grund 
seiner rechnerischen Iteduktion der Beobachtungen ausgesprochen worden. , 
Auf ähnlicher Grundlage hat später van de Sande Bakhujzen*) 
den jährlichen Bestandteil der Polbewegung formelmafsig darzustellen 
gesucht. Er findet dabei nach Abzug der 14-monatlichen Polschwankung 
als mittlere jährliche Polbahn eine Ellipse, deren grofse Axe gleich 0",104 
ist und gegen den 19**" Meridian Östlich von Greenwich gerichtet ist 
und deren kleine Axe 0",044 beträgt. Dieselbe wird, wie auch aus den 
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Figuren 105 zu erseheß ist, in der Richtung von Westen nach Osten 
durchlaufen; den 19"™ Meridian passiert der Pol Anfang Oktober. 

Es liegt nahe, unser Verfahren zu wiederholen und aus den 
Figuren 105 durch Elimination der jährlichen Periode eine neue Figur 
abzuleiten. Bedeutet also jetzt w den in Fig. 105 dargestellteii Vektor 
und T, die Periode eines Jahres, ao bilden wir uns auf graphischem 
Wege wie oben w,^, — ir, und tragen das Resultat in einer neuen 
Figur ein. Es wurden dabei nur die ausgezogenen Teile der Figuren 
105 (von 92,0 bis 96,0) der weiteren Behandlung zu Grunde gelegt, 
so dafs die neu entstehende Figur 106 von den Marken 92,0 bis 95,0 
reicht, wobei wieder die Hälfte der Figur (von 92,0 bis 93,5) aus- 
gezogen, die andere Hälfte (von 93,5 bis 95,0) punktiert wurde. 
Wäre eine weitere Periode aufser t, und t^ in der Polbewegung eair 
halten, so müfste diese in unserer 
Fig. lOG zur Anschauung kommen. 
Es scheint aber nicht, dals dem 
80 ist; vidmehr macht Fig. lUG 
den Eindruck, als ob es sich hier 
um einedne Störungen handdi, 
die etitsprechende einmalige Vor- 
stöfse der Bahn bedingen, mid 
die von einem Zurückteeiehen in 
die Buhelage gefolgt sind. Einen 
solchen Vorstofs haben wir in 
der Figur bei 92,1, einen zweiten 
bei 93,2 u. s. w. Wie der Ver- 
gleich der Figuren 105 und 106 
zeigt, ist eine wesentliche Ver- 
kleinerung der Dimensionen durch 
unser zweites Verfahren nicht 
mehr eingetreten. Die Realität 
der 12-monatIichen Periode wird 
also durch die Gröfse unserer 
Figuren nicht in dem Sinne ver- pjg. im. 

deutlicht, wie vorher die Realität 

der 14-raonatlichen Periode. Wir müssen daraus schließen, dafs die 
Störungen, welche in Fig. 106 sur Anschauung kommen, etwa von der- 
seÜKii Grüfsenordnung sind, wie die Einflüsse, welche den vorausgesefssten 
jährlichen Umlauf des Poles bedingen. Jedenfalls bleibt in der Pol- 
bewegang eiu erheblicher Restbetrag übrig, welcher weder durch 
eine 14-monatIiche noch durch eine 12-monatliche Schwankung er- 
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klärt wird. Von der 10- monatlichen Eulerscben Schwankung ist 

überhaupt nichts zu bemerken. 

Es ist nicht unmöglich, daTa die hier anf graphischem Wege ge- 
zogenen SchlUsBe teilweise voreilig sind nnd dafs sie beim Bekannt- 
werden weiterer Beobachtungen Qlier Folschwaokungen zu modilizierea 
sein werden. Namentlich mufs die letzte Figur wegen der bei der Wieder- 
holung unseres graphiachen Verfahrens sich hautenden Unsicherbeiteo 
als ziemlich problematisch gelten. Auch liegt in unserem Äbleitungs- 
verfahren eine gewisse Willkür, insofern als wir nicht notwendig die 
Vektoren w, und w,^, zu vergleichen brauchten, sondern ebensogut 
die Differenz zwischen iCj^ü, oder M\^a, . . . und m, hätten nehmen 
können. Die abgeleiteten Figuren würden dann andere geworden sein. 
Indessen stimmen unsere Ergebnisse mit den rechnerischen Resultaten 
von Chandler u. A. Überein; jedenfalls scheint unser Verfahren fUr 
die hier beabsichtigte mehr orientierende wie abschliefsende Diskussion 
bei der heutigen Genauigkeit der fraglichen Beobnchtungen auszu- 
reichen. Bei einer abachiiefsenden Beui-teilung des Gegenstandes werden 
namentlich auch Wuhrscheinlichkeitsuntersuchungen darüber, oh eine 
aufgefimdene Periodizität als wirklich oder zufällig anzusehen ist, im 
Sinne von A. Schuster (vgl. die Änm. auf pag. 1)79) herangezogen 
werden müssen. 

Was insbesondere das Hauptergebnis dieser Betrachtungen, die 
14-monatliche Chandlersche Periode betrifft, so scheint diese auch 
noch eine gewisse Stütze durch die Erscheinungen der Ebbe und Flut 
zu finden. Es ist klar, daTa eine Umlagerung der Rotationsaxe wegea 
der veränderten Centrifugal Verhältnisse der Erde die Bewegung der 
Oceane beeinflussen mufs und dal's eine periodische Umlagerung der 
UotatioDSflio eine Schwankung des mittleren Meeresniveaus von der- 
selben Periode zur l'olge haben mül'ste, vorausgesetzt, dafs der Einfiub 
auf letztere genügend stark ist. Die Herren van de Saude Bak- 
huyzen*) und Christie**) glauben diese Voraussetzung bejahen und 
in den hol^ndischen bez. amerikanischen Flutbeobachtungen eine 14- 
monatliche Variabilität von einigen cm. nachweisen zu können. 

Zusammenfassend schliefsen wir also aus den mitgeteilten Beobach- 
tungen namentlich zweierlei: erstens dafs Polschwankuiigen zweifellos 
konstatiert sind, dafs also der Erdpol nicht mehr als „der ruhende 
Pol in der Erscheinungen Hucht" angesehen werden kann, zweitens, 
dafs die Polsch wankungen nicht diejenige einfache Gesetzmäfsigkeit 
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und namentlich nicht diejenige Periode haben, die vrir nach den 

Erörterungen des vorigen Paragraphen erwartet haben würden. 

§ 7. Die Erklftnmg der Ohandlersohea vieTsehninonatliaheii Periode 
und die Elastizität der Erde. 

Bekanntlich darf die alte Streitlxage, ob das Erdinnere feuerflflBsig 
oder fest sei, heutzutage als in dcui Sinne entschieden gelten, dafs 
aich das Erdinnere, im grofsen und ganzen genommen, wie ein fetaler 
Körper verhält. Man wird dabei, damit es sich nicht um einen blofsen 
Streit um Worte handelt, die Benennungen flüssig und fest zu defi- 
nieren haben und wird sagen: flüssig soll ein Mittel heifsen, in dessen 
Innerem unter gegebenen Umständen relative Verschiebungen der Teile 
in merklichem Mafee vorkommen können, fest eiu Mittel, in dem 
solche Verschiebungen unmöglich sind. Man kann es dahingestellt 
sein lassen, ob im letzteren Falle die Verschieb bar keit der Teile durch 
eine Art elastischen Zusammenhaltes, (durch Festigkeit im gewöhn- 
lichen Sinne), oder durch einen besonders hohen Grad von Viaeosität 
hervorgerufen wird: auch eine Flüssigkeit von hinreichender Vi scosi tat 
(z. B. Asphalt) verhält sich gegen äufsere Einwirkungen von nicht zu 
langer Dauer merklich wie ein fester Körper uud zeigt keine be- 
deutenden Verschiebungen ihrer Teile gegeneinander. Wir können im 
Anscblufs an eine in der englischen Litteratiir gebräuchliche Aus- 
drucksweise von effektiver Festigkeit sprechen, um damit ein Verhalten 
zu bezeichnen, welches unter gegebenen Umständen dem eines festen 
Körpers von bestimmtem Elast izitätsgrade analog ist. 

Dagegen soll mit der Angabe, das Erdinnere sei fest, nichts über 
seinen sonstigen physikalischen Zustand ausgesagt wenlen. Dieser dürfte 
bei den aul'seror deutlichen Temperaturen und Drucken, die im Innern der 
Erde herrschen, von allem abweichen, was wir sonst von flüssiger oder 
fester Konstitution wissen. Schon in Lab Oratoriums versuchen lassen sich 
gewisse kritische Zustände schaffen, bei denen die Aggregatzustände 
stetig ineinander Übergehen; der Znstand des Erdinneren liegt aber 
weit jenseits jener kritischen Grenzen. Der richtige Standpunkt wird 
offenbar der sein, den Zustand des Erdinneren nicht nach gewagten 
Analogien und Extrapolationen ans Laboratoriums versuchen voraus- 
zusagen, sondern ans dem thatsächlichen Verbalten der Erde, wie es 
sich z. B. hei den Polschwankungeu zeigt, auf den durchschnittlichen 
oder effektiven Zustand zurückzuschliefsen. 

Auch soll mit der Berechnung eines bestimmten Elastizitätsmoduls 
nicht behauptet werden, dafs die Erde durch und durch die Beschaffen- 
heit eines Körpers von der betr. Elastizität habe. Vielmehr kann man 
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als die heutzutage waliraeheiulichste und herracbende Ansicht diejenige 
bezeichnen, wonach die Erde inlwtnogcn komitituiert itit, nilmllch aua 
eisern dichteren und festeren Kern (Eisenkern) und einer weniger dichten 
und nachgiebigeren Schale (Gesteinaraantel) besteht, welche beide durch 
eine nicht sehr ausgedehnte Schicht eines zäbfllissigen Magmas von 
einander getrennt werden (vgl die unten zu nennende Theorie von 
E. Wiecbert). Auch die Möglichkeit einer solchen Inhomogenität 
wünschen wir durch das Wort „efiebtive" Elastizität oder Festigkeit 
einzuschließen. Der zu berechnende Elastizitiktsmodul bedeutet alsdann 
den Wert deaseiben für einen homogenen elastischen Körper, welcher 
sich hinsichtUcb der hier in Frage kommenden elastischen Wirkungen 
ebenso verhält wie die wahrscheinlich inhomogene Erde, 

Wir beabsichtigen nicht, auf die Diskussionen über das Erdinnere 
näher einzugehen, sondern heben nur einige Punkte aus der historischen 
Entwickelung hervor*). Im Interesse der Theorie des VnlkEiuisnius 
haben die Geologen seit alteraher für das feuerflüssige Erdinnere 
plaidiert. Der erste, der sich mit wisaenschafthchen tirUndeu dagegen 
ausgesprochen hat, acheint Hopkins**) gewesen zu sein. Hopkins 
nntersnchte die Präcesaion und Nutation, die eine mit Flüssigkeit ge- 
füllte Kugelschale zeigen würde, und fand, dafs eine solche sich er- 
heblich anders als die Erde verhalten würde. Die späteren und tiefer 
gehenden Untersuchungen Lord Kelvins***) ergaben, dafs die Beweis- 
fQhmug von Hopkins mangelhaft war und dal'a auch seine Resultate 
in wesentlichen Funkten zu berichtigen sind. Indem Kelvin statt der 
Kngelschale eine abgeplattete ellipsoidische Schale betrachtet, zeigt er, 
dafs sich bei völlig starrer Scliale in den aehuelleren Nntationen (der 
halbjährigen und namentlich der halbmonatlichen vgl pag. 651), nicht 
aber in der Präeeasion und in der ISy^-jährigen Nutation eine Differenz 
zwischen Beobachtung und Rechnung ergeben würdef), dafa d^egen bei 



I 



*) Wegen näherer Angaben vgl. die Dustellang in Kap. 16 des vorailglichen J 
populär -wiBsenBchaftli eben Werkes von G. H. Darwin, The Tides, London 1898, J 
deatsche Ausgabe von A. Fockels, Leipzig 11)02, oder die jüngst eraobienene I 
Kosmische Physik von Sw. Arrhoniaa, Leipzig 1908. 

") Resoarchei in physical geologj, I'hiiosopliicsl Tranaactioua London R. 
Soc. 1889, 1840, 1842. 

•••) Mathomatioal and Phjaical Papera, Bd. 3, art. 46 vgl. ingbesondere §§ 31—88, 
zasamraengefafat in Populär Lectutea. Bd. 3, pag. 238. 

t) Hiermit hUngt eine Bemeikung Loid Kelvins zuHamraen, die wi 
Modellen der Güttinger vatliematischen Sammlnng bestiliigt haben: Ein Eretael, | 
dessen SuhwungmoeEe durch ein mit Fldaaiglieit gefülltea abgeplattetes Rotationa- 
ellipaoid eraetzt iat, verhält sich, in Umdrehung um seine Aie versetzt, 
horizontaler Unterlage stabil und fährt seine PrScessionsbewegung aus, ilhnlicb 
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einer einigemiafsen nachgiebigen Schale alle jene Erscheinungen so ver- 
laufen könnten, wie es der Wirklichkeit entspricht Die astronomischen 
Thatsachen widerlegen also nur die Äiuiahme: flüssiges Erdinnere in 
starrer Schale, eine Annahme, die ja auch ans physikalischen Gründen 
unhaltbar ist, da wir kein Material kenneu, das als dünne Schale aus- 
gebildet vÖlUg unnachgiebig wäre. Andrerseits aber wird die Annahme: 
Hüssiges Erdinnere in nachgiebiger Schale, durch die Erscheinungen 
der Ebbe und Flut widerlegt. Eine dünne Erdkruste von der elasti- 
schen Nachgiebigkeit der uns bekannten Materialien würde nämlich 
dem deformierenden Einflul's der Gezeitenkräfte fast ebenso willig folgen 
wie das Wasser der Meere. Dann aber gäbe es unter dem Einflul's 
jener Kräfte keine relative Bewegung des Wassera gegen das Land, 
sondern nur ein gemeinsames Auf- und Abwogen der Meere und Konti- 
nente, das sich der unmittelbaren Wahrnehmung entziehen würde. 
Somit bleibt nur die Annahme einer im Durehachnitt effektiv -festen 
Erde übrig (fest im Sinne der vorausgeschickten Erk^rung). Mit 
dieser Annahme iat das Vorhandensein peripherischer Hohlräume, die 
mit einer Art Flüssigkeitemagma ausgefüllt sind, oder auch das Vor- 
handensein einer ringsum ausgebildeten flüssigen Schicht durchaus ver- 
traglich, falls dieselben nur im Verhältnis zu dem effektiv -festen Erd- 
kerne und der festen Erdkruste wenig ausgedehnt sind, wodurch nicht nur 
den Bedürfnissen der geologischen Theorien, sondern namentlich auch 
den wichtigen Ergebnissen der Pendelbeobachtnngen Rechnung getragen 
werden kann. (Vgl. auch hierzu die Wiechertsche Theorie des Erdinnem.) 
Dafs die Erde zugleich effektiv starr sei, soll damit nicht behauptet 
werden. Schon Lord Kelvin*) hat versucht, den Grad der elastischen 
Nachgiebigkeit des Erdkörpers auf Grund der thatsächlichen Höhe der 
Fluten abzuschätzen. Während, wie wir soeben sagten, bei einer in der 
Hauptsache flüssigen, also völlig nachgiebigen Erde die Fluthöhe sich auf 
Null reduzieren müfste, wird bei jedem endlichen Grade von elastischer 
Nachgiebigkeit die Fluthöhe einen gewissen Bruchteil derjenigen Hohe 
betragen, die sich auf einer völlig starren Erde ausbilden müfste. 

wie ein Kreisel aus foeteui Stoff; (über den Verlauf der küneren Nutationen geben 
die Beobat^htnogen an uaaerein Modell keinen deutlichen Anfachlnfs), Dagegen 
erweiet aicb ein Ereieel, desBen ScbwongmaBse anj; einem mit FlüeBigkeit gefüllten 
rierlängerten Ellipeoid beeteht, unter denselben VerhällDissen als gänzlich labil. 
Da die Erde ein abgeplattetes Rotationaellipaoid ist, ao verateht man, dal's sie in 
ihren Präeesaionsbewegnngen von denen eines durchaus festen Körpera auch dann 
nicht weaentlich abweichen würde, wenn nie mit Fliiasigkeit gefüllt wäre, voraus- 
gesetzt, dala die Erdkmate, so wie wir es ohne merklichen Fehler v 
Modell vorauagetzen dürfen, absolut atair wäre. 

•) Thomson und Tait, Natural Philosoph}' n, art, 848. 
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Kelviti schätzt von hier aus die Xachglebigkeit der Erde kleiner i 
diejenige des Glases und etwa gleich derjenigen des Stahles. Einen 
sehr viel schärferen Anhalt für eine derartige Schätzung werden wir 
im Folgenden kennen lerneji, wo wir nna zur Erklärung der Ghandler- 
schen Periode wenden. 

Es ist das Verdienst von S. Xewcomb*), erkannt zn haben, dalj 
die Periode der freien Nutationen mit dem Grade der Nachgiebigkeit 
des Erdkörpers zusammenhängt. Die Eulersche Periode von 10 Monaten 
entspricht der Annahme völliger Starrheit; zu jedem endlichen Elasti- 
zitätagrade d^egen berechnet sich eine davon verschiedene und zwar 
längere Periode. Umgekehrt läfst sich der Chaudlerschen Periode ein 
bestimmter Elastizitätsgrad zuordnen, bei welcher die Periode der freien 
Nutationen gerade die beobachtete Dauer von 14 Monaten annehmen 
würde. 

In der Litteratur sind diese Verhältnisse am gründlichsten in einer 
Arbeit von S. S. Hough**) untersucht, der von den elastischen Diffe- 
rentialgleichungen eines rotierenden Sphäroids ausgeht. Wir werden 
die Resultate von Hough auf sehr viel einfacherem Wege gewinnen, 
indem wir an einen Satz aus Kap. VII, § 8 (pag. 607^ anknüpfen. 
Dort wurde bereits die Daner der freien Nutation oder, was dasselbe 
bedeutet, die Periode der kräftefreien Präceasion für einen deformir- 
baren sphäroidi sehen Kreisel berechnet, unter der Annahme, dafa lediglieh 
die elastischen Widerstände den durch die Oeutrifugal Wirkung der Um- 
drehimg verursachten Formänderungen entgegenwirken. Diese An- 
nahme trifft bei einem Körper von den Dimensionen der Erde nicht 
zu, weil hier auch die gegenseitigen Gravitationswirkungen der Teilchen 
wesentlich zu berücksichtigen sind. 

Wir müssen daher Einiges über diese Gravitationswirkungen und 
über die Art, wie sie sich mit der Wirkung der elastischen Kräfte 
zusammensetzen, vorausschicken. Wir ordnen die folgenden Erörte- 
rungen in eine Reihe von Einzelproblemen. 

Erstes Problem. Eine homogene, incompreesible Flüssigkeits- 
masse steht unter dem Einflufs der gegenseitigen Gravitation ihrer Teile 
und würde im ßuhezustande eine Kugel vom Radius R bilden; sie wird 
in Botation um eine feste Aie versetzt; die Winkelgeschwindigkeit 



•) On the dynamic« of the EbtÜi'b rotation with reepect to the periodic 
varistions of Latitude. Monthl; Noticea Ätir. Soc. London (1S92), Bd. 62, pag. 336 
und Itomarks on Mr. ChandlerB Law of Tariation of Terreetrial Latitnde. Astro- 
DOmical Journal Bd, 11, 13, 19. 

**) On the Rotation of an elaBtic Spheroid, Philo», Tranaactiona R. 3oa. - 
London (1S96) Bd. 187, pag. 319. 
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sei a>. Eine mögliche Gleicbgewichtsform der FlflsBigkeit ist dann ein 
abgeplattetes ümdrehimgaellipsoid, welches die Rotationuase zur Synt- 
metrieaxe hat (Mac LauriiiBches EllipBoid). Die Elliptizität desselben 
mini, unter der Annahne, daß dmeXhe Mein ausfälU. durch die Formel 
gegeben 

wo g die Gi-aTitationsbeBchleunigung 
keit bedeutet. 

Den VerhältnisBen der Erde entaprechi 
und Sekunden ausgedrückten Zablenwerte: 



der Oberfläche unserer FlüBsig- 
die folgenden iu Metern 



(2) "-^rreoTöö' 



.Alo^ 



= 9,81, 



fij'Ä 



Bei der Ableitung der Gl. (1) können wir, wenn wir una nicht 

auf die (übrigens sehr bekannten) Formeln für das Potential eines 
Ellipsoidea berufen woUeD, mit Vorteil an xmsere frühere Vorstellung 
des „Erdringea" anknüpfen. Ebenso wie früher die feste Erde ersetzen 
wir jetzt unsere ellipsoidische Flüssigkeit durch eine Kugel (Radius 
E, Masse M) und einen in der Äquatorebene des EUipsoidea gelegenen 
Ring (Radius R, Masse m). Wie wir in § 1 dieses Kapitels sahen, 
wird das Gravi tationspotential der Kombination Kugel -|- Ring in einem 
äufseren Punkte bis zu den Gliedern zweiter Ordnung einschliefslich 
gleich dem Potential irgend einer anderen Massen Verteilung von den 
gleichen Hauptträgheitsmomenten. Die Trägheitsmomente unserer Flussig- 
keitsmaese am die ßotationsase {z-Aie) bez. um zwei dazu senkrechte 
Axen (jf- und x-A.s.e) seien C, A, A. Unter der Elliptizität verstehen 
wir wie früher das Verhältnis*) 



Die M 

wählei 

(■1) 



( des Ringes ist nach Gl. (1) von § 1 folgenden« afsen zu 



■) Neben dicHer Definition kommt in der Litteratur die folgende 



wo a die groGie, b die kleine Axe des EUipaoidei bedeutet. Man aberzetigt sich 
leicht mit Rückfliclit auf pag. 600, dEifg für eine homogtne Massen vcrteilnng diese 
Definition bis anf höhere Fot«uieii von i mit der nnarigen übereingtimmt. 
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wobei wir für A den Näheruagawert A= - MR* eingeführt babeifa 
der das Trägheitemoment einer Kugel vom Radius R bedeutet. 

Ist r der Abstand eines beliebigeu äufseren Punktes P vom MitteH 
punkte der Flüssigkeitsmaase, so wird das Potential von Kugel unv 
Ring in P 

v^f(¥+-^± f 1-p Y 

'\r T 2i,J yi-\-(E/r)'-i(R/r)J' 
die IntegratioD erstreckt über den Umfang des Ringes. Dabei he-M 
deutet s ähnlich wie pag. (j39 die Abküriimg 

rS > 

WO x^ y, z die Koordinaten von P, 3:', y", 2' die eines RiugpunktesJ 
sind. Legen wir die :i;,er-Ebene durch den Punkt P und die :ry-Ebeiifl« 
durch den Ring, und nennen 3 den Winkel zwischen OT und OXJ 
so wird 

3; = r CO8 0, y = '^t, 2 = »■ sin0, 

a:'= 7J cos(p, i/'= R^vatf, z =^, 
und daher 

s ^ cos cos 9>. 

Die Potenzent Wickelung der Quadratwurzel liefert ähnlich wie pag. 639tj 



1 + ?» + 



VI + (i/r)'-8(ii/r) 
und die Augflilirniig der Integration 



-©'^ 



-i +■ 



w 



21J /l 



+ (S/r)- -(S/r), 



= ' + ©■(!■ 
- + !©'(■ 



für j» den Wert I 



Daher wird das Potential der Anziehung, wenn 

(3) eintragen: 

I- eurt^ , * e . 8 K' / ,„ 3\ , 
>_/-Jlf(- + --+-,^(co.'6-^) + 

Wir suchen den Wert von F für die Oberfläche der Plasaigkeitamaase,, 1 
deren Gleichung wir schreiben dürfen: 

(6) 

(vgl. GJ. (2) von pag, COl, wo wir für den dort definierten mittleren I 
Radius m den Näherungswert Jl nehmen). Wegen der Kleinheit von e \ 
können wir 



.B(i + .(co.>e-|)), 

l, WO wir für den dort 
wert Jl nehmen). Weger 

.|{l-,(co.>9-i)) 
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schreiben. Diesen Wert tragen wir in das erate Glied des Ausdrucks 
für V ein; ferner dürfen ivir in den folgenden mit £ behafteten und 
daher als klein zu behandelnden Gliedern des Potentials direkt r = R 
setzen. Es ei^ibt sich so: 

(0 K-f(i + i-.-.(i-|)(co.-e-|) + ...). 

Die Oberflüche der rotierenden Flüssigkeit mnfs eine Fläche kon- 
stanten Druckes sein. Daraus folgt nach den Grundsätzen der Hydro- 
dynamik, dafs auch die potentielle Energie der auf die Masaeneinheit 
der Flüssigkeit wirkenden Kräfte längs der Oberfläche konstant sein 
nrnfB. Diese Kräfte sind die Gravitation einerseits und die Centrifugal- 
kraft andrerseits. Die potentielle Energie der letzteren ist, für die 
Masseneinheit berechnet, in einem beliebigen Punkte des rotierenden 
Ellipsoides : 

also insbesondere in der Oberfläche des Ellipsoides, wo naberungs weise 
r = R ist, mit einer kleinen formalen Abänderung: 



(7) 



f/ = 



i'B*-f ra'J^Mcos'e- 



Damit die Summe V-\- U auf der Oberfläche der Flüssigkeit einen 
konstanten, d. h. von unablningigen Wert erhält, ist ea notwendig, 
dafs die Faktoren von (cos'Ö — -j-J in (6) und (7) entgegengesetzt 
gleich sind. Dies liefert die Gleichung: 
2 fM 



(8) 
woraus 



ich ergieht: 






4 fM 



Führen wir noch die Gravitationsbeschleunigung g an der Oberfläche 
unserer Flüasigkeitsmasse ein, nämlich g — fM/R^ (näberungs weise), 
ao erhalten wir direkt den oben angegebenen Wert £, aus Gl. (1), 

Gl. (1) ist von C'lairaut gegeben und bildet eine Grundformel in 
der Theorie von der Figur der Erde. Sie setzt voraus, dafs die Dichte 
der Flüssigkeit konstant ist und dafs die Centrifugalwirkung lediglich 
durch die Gravitation im Gleichgewicht gehalten wird. 

Bekanntlich bezeichnet man diejenigen Funktionen von Q, die in 
GL (4) als Koeffizienten der verschiedenen Potenzen von R/r hei der 
Entwickelung des reziproken Äbatandes zweier Punkte auftreten, als 
Kugel funktionell*). Eine solche Funktion und zwar eine „Kugelfunktion 

*) Oenauer gesagt aU Kugdtlächenfunktionen. Unter einer räwidichtn Kugel- 
fwnktion vepBteht man jeden Anadmck, der homogen in den rechtwinkligen Koordi- 
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zweiter Ordnnng" ist der obige Ausdruck cos*0— 2/3. Die vor-l 
steinend berechnete Reilie (0) für V stellt, köunen wir eageii, die Ent- I 
Wickelung dea Potentials nach Kugelfunktionen dar. Femer haben wir I 
in QI. (7) auch den Ausdruck tuu U nach Kugell'unktionen geordnet, i 
In der Gleichgew ichtabedingung (6) endlich haben wir die beiden Terme I 
von V und U, welche unsere Kugelfunktion zweiter Ordnung enthalten, I 
mit einander verglichen und gelangten dadurch zur Berechnung der I 
EUiptizität. Wir können diese Gleichgewichtsbedingung schematisch i 
folgendemiafsen schreiben, wenn wir mit L\ und K, den betr. Term 
in der Entwickelung von U und V bezeichnen, wobei wir Tj für die 
Eiliptizitüt I berechnen und bei der Berechnung von U^, mit Rücksicht 
darauf, dafs die Centrifugalkraft eine störende Ursache von kleinem 
Betrage darstellt, von der Elliptizität überhaupt abseben: 

(9) ,r,-n„ K,-|t«(„„,.e-|). 

Wegen mherer Ausführung der Theorie, insbesondere bei beträcfab- I 
liehen Werten der Eiliptizitüt, müssen wir auf die Litterafcur*} verweisen, i 

Zweites Problem. Eine homogene elastiBch-feste Kugel vom 1 
Radius R und der Dichte q wird mit der Winkelgeschwindigkeit a 
einen ihrer Durchmesser gedreht. Sie geht dabei in ein abgeplattete! 1 
ümdrehungsellipBoid über, welches die Uotationsaxe zur Symmetrieaxe- 1 
hat. Das elastische Verhalten des Materials sei dadurch bestimmt, daj« l 
wir den Elastizitätsmodul (K) geben und annehmen, dafs dos Material I 
incompresaihel sei, dafe also das Poissonsche Verhältnis von Quer- I 
kontraktion zu Längsdehmmg den speziellen Wert 1/2 habe. Die 1 
letztere Annahme vereinfacht die llechnungeu und bat auf das Iteaultai J 
keinen erheblichen Einflufs. 

Die mUptiiität des so entstehenden Eilipsoides wird alsdafm 

^^"J *' 38 £ 

Um auch hier zunächst ein Zahlenbeispiel zu geben, welches aioli 1 
den Verbältnissen der Erde anschliebt, wählen wir in CQS-Einheiteuj 

0-6,5, ».- „. '•.„ , B-^lO- 



uaten x, y, s üt und der PoteDtialgleichimg 1 + 0-1 + -ö-j =• " genOgt. Awl 

einer rUnmlichen Engelfiinktian entsteht eine KiigelBächenfuaIctioQ, weau man 
dein Ansdrack der ereteren a;' + y' + «'neonat, setzt. 

■j H.Lamli, Hydro<ljnaniioB, Cambridge 18»6, Ka|),Xn, pag, 580. W.Wic-,, 
Hydrodynamik, Leipzig 1300, Kap, Vm, pag, 803, Tbomnon und Tait, Natarall 
l'hilosophy II, Cambridge IPÖß, art. 771 , 7W3 ft'. Auafiihrliche Litteratnrangabe 1 
bei A. E. II, Lovo, Encykj. d, math. WiBsenacb, Hd, IV, Art, 18, Kr. 1, 
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UDd nehmen E gleich dorn ElastiKitätemodul von Stahl, d. h, rund 
gleich 2^-10« (kg Gewicht/cm») = 2^ -981 10» CGS-Einheiten. Es 
wird dann 

fin ej-'«' = _L , _ • . 



- auf die Grundlagen 



Bei der Ableitung der Gl. (10) milsBen 
der Elastizttätstheorie zurückgehen. 

Sind u, V, w die Verrückungen eines Punktes im Innern der 
Kugel nach den Koordinatenaxen, welche letztere ebenso wie unter 1) 
gewählt werden, so gilt zunächst wegen der vorausgesetzten Inconi- 
pressibilität: 2 i) ? 

(12) s + af + 5^ - "■ 

Die elastischen Differentialgleichungen nehmen ffir ein incompreesibles, 
durch Centrifiigal Wirkungen beanspruchtes Material die Form an: 



(13) 



. ?E. 



dV. 






i^'^%- 



rA!.+ 



dV, 



";-o. 



A bedeutet wie üblich die Abkürzung für den zweiten Differential- 
parameter, p ist ein von Ort zu Ort wechselnder albeitiger Druck, 
welcher so zu bestimmen iat, dafs der Bedingung (12) Genüge geleistet 
wird. U3 bedeutet den oben definierten mit variabeln Teil des Po- 
tentials der Centrifugalkraft (b, Gl. (7)) : 
(7-) U, = y0>'r»(co8»e - I) = ~ix*+tf'-2s'). 

Wie man sieht ist U^ {vgl. die Anm. zu p^. 691) eine räumliche 
Kugelfunktion zweiter Ordnung. Von dem in (7) zu f7, hinzutretenden 
Terme -^ a*r' sehen wir im Folgenden ab, da dieser nur die Gröfse, 
nicht die Gestalt der Kugel abändern kann und bei einem incom- 
pressibeln Material überhaupt ohne Einfinfs ist. 

Die Differentialgleichungen (12) und (13) sind noch zu ergänzen 
durch die Bedingungen dafür, dafs die Kugelfiäche eine kräftefreie 
Oberfläche ist. Sie besagen, dafe die auf jedes Oberfläche nelement 
wirkenden Spannungen nach allen drei Eoordinatenrichtungen ver- 
schwinden müssen. In den Verrückungen a, v, w geschrieben lautet 
die Bedingung für die x- Richtung: 

+ t(I^ + k) «"(».')-»; 
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da filr die Kugel cos (», x) : cos (n, y) : cos {n, e) •- x : y : z, kön 
hiei^r schreiben: 



i+«3 



+ «5T + a'ii 



; + ' s-, - - 



Die auf die y- und ir-Richtung bezüglichen Bedingungen folgen Bus 
(14) durch cyklischc Vertauschung von (xy^), (livw). 

Wir behaupten nun, dafs den Gleichungen (12) hie (14) bei 
eigneter Wahl der Konstanten «, ß, y durch den folgenden Ansats 
genügt wird: 



(15) 






8y 






8(1, 



+ f 



,8(7, , 8 , .^, 

welcher soiriit die voilatändige Lösung des gestellten Problems enthält. 

Bei dem folgenden Beweise werden wir des öfteren von den 

nachstehenden Regeln Gebrauch zu machen haben, welche unmittelbar 

aus der Definition der Kugelfiinktionen und ihrer Homogenität folgen: 

atr.-O, («■t + >(|; + .|-\(7,_2J7,, a(r'l/,)-14l7„ 



I 



Ä »■' ä^ =10-. 



31;, 



etc. 



Wir tragen den Ansatz (15) zunächst in die Gleichung (12) einl 
und erhalten: 

Is + IJ + lf-W+^rtP.-O; 
hie mach ist 
(16) P--\v 

ZU wählen. Indem wir auf die erste der Gleichungen (13) übergeheHfJ 

berechnen wir nach (15) und (16): 

A»-(10^+14rt'5--21y?^. 
Es mups also nach (13) sein: 

entsprechend ergiebt sich 

Wir Bchliefsen hieraus, indem wir von der HinzufUgung einer Inte- 
grationakonstanten absehen: 



(17) 



j,-(7£i--p)f7,. 



J 
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ScliliöfBlich haben wir die Oberßächenbedingmig (14) zu betrachten. 
Wir bilden zunächst aus (15) 

Üx ' ■' Sil ' Ss dx ' *^ Sx ' ' öx ' ' " 



'^dy 



.^-^, 



Gl. (14) verlangt also mit Rücksicht auf (17): 

(2b + 4(Jr>+ 6,>^ *j5 + (4|)+ 12)-)ii/, - - 3 (7, - 1) I ü,. 

Wir tragen für ß den Wert ans (16) ein und schreiben, indem wir 
die auf die y- und ^-Richtung bezüglichen Gleichungen hinzufügen: 

(2. - üyr') '"; + (l9,- ^) lü, - 0, 

(2„-8n')'äf- + (l9)-^)jP.-0, 

(2„-8,r-)^ + (l9,^^),o,_0. 

Wird nunmehr der Ausdruck (7*) fiir V^ eingeführt, so werden die 
beiden ersten Gleichungen nach Forthebung je eines gemeinsamen 
Faktors unter sich identisch. Unser Gleicbungstripel reduziert sich 
daher auf das folgende Gleichuugspaar: 

2(2«-8yr0 + (l9y--^^) {x* + f-2s^ = 0, 

-4(2B-8n')+(l9y-^)(a:> + y'-25') = 0, 

welches in allen Punkten der Kugeloberfläche r ^ R erfüllt sein soll. 
Es ist dieses nnr möglich, wenn 

(18) 2ß - 8yB» - 0, 19y - -^ = 0. 

Durch diese Gleichungen zusammen mit Gl. (16) sind die erforderlichen 
Werte unserer Koeffizienten a, ß, y bestimmt; sie lauten: 

(19) y-vA' ''--bI' "-ni'i- 

Gleichzeitig ist durch diese Bestimmung der Beweis fUr die Richtigkeit 
des Ansatzes (15) erbracht. 

Es ist nun leicht, die Elliptizität des durch die Deformation ent- 
stehenden Ellipsoides zu berechnen. Wir bilden zu dem Zwecke den 
Ausdruck für die radiale Yerrückung eines Punktes an der Oberfläche 
der Kugel, lümlich 
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Nach (15) wird: 

dlt^(^^+ 2ßR+4yB)U„ 
also wegen (19): 

(20) tR-'^'gRh,. 

AndrerBeite wird diese selbe VerrÜokung, wenn wir sie aiia der EUipsoid- I 
gleichung (5) berechnen: 

(21) äR — r — R-Bi (cos*© - y) ■ 
Durch Vergleich von (20) und (21) folgt, wenn wir den Oberflächen- i 
wert von U^ aas Gl. (T) enbiehmen, in der That der in (10) 
gegebene Wert e — e^. 

Wir wollen noch das Ilesultat der Vergleiehung von (20) und (21) I 
in der folgenden Form darstellen, die uns demnächst von Nutzen \ 
sein wird: 

(22) iW,-U„ If.-Ilf (co.'6-|). 

Wf bedeutet eine Kugeltlächentimktion, durch welche dos elastischeJ 
Verhalten unserer Kugel charakterieiert wird. Gl. (23) kann ähnliohi 
wie Gl. (9) als Gleichgewichtsbedingnng angesprochen werden, da sie I 
uns angiebt, bei welcher Abplattung die Centrifugalkräfte durch die 1 
elastischen Kräfte au der Oberfläche gerade aufgehoben werden. 

Die vorstehenden Resultate Rind unter allgemeineren Voraus- 1 
Hftzungen von Lord Kelvin*) abgeleitet worden. Lord Kelvin be- 1 
truchlet statt eines incompreBsibeln einen hclkbigen elastischen Körper I 
und statt der besonderen Kugelfunktion U^ eine Störungsfunktion U^ ] 
von der Ordnung n; auch berücksichtigt er die bei der Erde nach- 
weisbare Zunahme der Dichte nach dem Erdmittelpunkte hin. Durch A 
Voranstellen der einfachsten Annahmen gelang es una, die Kelvinschen 1 
Rechnungen bedeutend zu kitrzen. 

Drilles Problem. Wir betrachten abermals eine Kugel an b elastisch- 
festem Material, die in der Umdrehung <o begriffen ist, Iterilcksi cht igen 
aber aufser dorn elastischen den von der gegenseitigen Gravitation ihrer 
Teile heri^hrenden Widerstand gegen Formänderungen. Bei gleichem i 
elastischen Verhalten wie im vorhergehenden Falle miiTs die Elliptizität I 
jetzt kleiner ausfallen, weil der Widerstand gegen die Abänderung dtacl 
Kugelgestalt vergröfsert ist. Wir beliaupten, dafs sidt nunmehr dfsj 
EUipHeilät am der Formel berechnet**): 

•) ThomBon und Tait, Natnral Philosoph?, Part H, namentlich art. 8Si.l 
SirW.Thomfloü, Mathem. and Phys. Pnpera, Vol.Iü.art.lÖ- Vgl, auch A.E.H.Love,! 
Elanticity, Cambridge IHUS, Chap. X. 

") ThomBOD und Tait, Natural Philoflopby, art. 840. 
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(23) 



= r + ; 



wo c, und f, durch Gl. (1) und (10) bestimmt Bind. 

Der Beweis ist in den Gl. (9) nnd (22) enthalten. Wenn allein 
die Gravitation oder allein die Elaetizität den Gentrifugalkräften ent- 
gegenwirkt, fanden wir: 

(24) fiF, = K, bez. *jTF, = U^. 

Wenn beide Widerstände zusammen das Gleichgewicht gegenüber den 
Centrifugalkräften herstellen, lautet die Gleichgewichtsbedingung, unter 
f, die nunmehrige Elliptizitat verstanden: 

h^i + h'^»- Uy. 

Dividieren wir diese Gleichung diu'ch t^ Uj und drücken wir die 
Verhältnisse VJU,, WJU^ nach (24) dnreh f, imd *, aus, so ergiebt 
eich genau die zu beweisende Gleichung (23). 

Für eine Versuchskugel von mäfsigen Dimensionen ist e, aiiTser- 
ordentlich grofs gegen e,. Aus (1) und (10) ergiebt sieh nämlich 



Die GrSree g, welche die auf der Oberfläche unserer Versuchskugel 
statthabende, durch deren Gravitation bewirkte Fallbeschleunigung be- 
deutet, ist um so viel kleiner als die Fallbeschleunigung auf der Erde, 
wie der Radius der Kugel kleiner ist ala der Erdradius, (gleiche mittlere 
Dichte von Kugel und Erde vorausgesetzt). Aus dieser Kleinheit von 
g sowie aus der GTÖfse von lü folgt, dafs fj gegen £, , also l/fj gegen 
1/e, vernachlässigt werden kanu. Gl, (23) besagt in diesem Falle 
h "" *!i ^- ^- unter Laboratoriums Verhältnis Ben könnte man bei der 
fraglichen centrifugalen Deformation von dem Einflufs der Gravitation 
kurzweg absehen. Mit VergrÖfserung der Dimensionen der Kuge) nimmt 
aber £,/e, quadratisch ab; bei einer Kugel von der Gröfse der Erde 
und der Elastizität des Stahles ist dementsprechend 1/f, = 231 gegen 
1/e, = 465 nicht mehr zu vernachlässigen. Die Elliptizitat einer 
solchen Kugel wäre daher nach (23) zu berechnen und würde rund 
1/700 betragen, also wesentlich kleiner sein, wie wenn die Elastizität 
allein der Centrifugalwirkuug entgegenarbeiten würde. 

Man mufs aber nicht glauben, dafs die beobachtbare Ellipti- 
zitat der Erde in dem hier erörterten Sinne durch die gemeinsame 
Wirkung von Gravitation und Elastizität bestimmt würde, so dafs 
ihre Berechnung unter Zugrundelegung eines geeigneten Elastizitäts- 
grades E nach der Formel (23) zu erfolgen hätte. Wir müssen uns 
vielmehr vorstellen, dafe die Erde einst, so wie die Sonne jetzt, in 
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feurig-SüaHigem Zustande war. In diesem Zustande könnt« nur di«f 
Gravitation der Centrifugalwirkung das Gleichgewicht halten. Dia I 
EUiptizitJU morste also e^ = 5ro'ü/4(7 betragen. Bei allmÜhlichu* I 
Abkühlung der Erdmaase trat alsdann Erätarmsg ein und zwar nach der : 
Schilderung, die Lord Kelvin von diesem Vorgange entwirft, durch 
einen verbältniamärsig raschen Prozefa. Die EUiptizität der nunmehr 
featen Erdform stimmte dabei, darf man aonehmen, im Wesentlichen 
mit der der ftrüheren Flüssigkeitsform überein. In dieser Form ist die | 
Erde, bei gleichbleibender Rotation a, spannumjsfrei. Die Erde b&- | 
findet sich in dieser abgeplatteten Form in ihrem natürlichen Zustande; 
elastische Kräfte treten nur auf, sofern durch Abänderung der Kotationa- I 
verhältniase oder durch anderweitige Kräfte eine Abänderung dieser I 
ursprünglichen Form angestrebt wird, wobei die elastischen Kräfte i 
dem Sinne wirken werden, dafs sie jene spannungsfreie Form wieder- 1 
herzustellen suchen. 

Es folgt hieraus, dafs man aus der heutzutage beobachtbarenH 
EUiptixität Über die elastischen Eigenschaften des Erdkörpers un- f 
mittelbar nichts entnehmen kann. Die Sache liegt hier anders 
bei der oben erwUbnten Versuchskugel, deren natürlicher Zustand bei ] 
nicht vorhandener Rotation die Kugelform sein sollte, bei der also | 
elastische Widerstände auftreten, wenn durch die Centrifugalwirkung J 
diese Kugelform abgeändert wird. Infolgedessen wird sich in der I 
Gestalt der rotierenden Yersuchskugel der Einflufs der elastischflii | 
Kräfte und zwar bei mäfsigen Dimensionen, wie wir sahen, in ' 
herrschender Weise ausprägen; dagegen legt die thataÜchliche Gestüt 1 
der Erde bei normaler Rotationsgesch windigkeit at nur von der Gr»- | 
vi tations Wirkung Zeugnis ab. 

Viertes Problem. Indem wir uns den bei der Erde vorliegeit- I 
den Verlmltnissen um einen weiteren Schritt nahem, gehen wir jetzt J 
von einem in der Umdrehung a begriffenen abgeplatteten Ellipsoid von j 
der Elliptizität e, aus, welches aus gravitierendem, elaatiBcben Material 1 
beateht und sich in dieser Form und Bewegung im spannungsfreien I 
Gleichgewicht befindet. Wir fragen, welche Elliptizität e es annehmen 1 
würde, wenn die Rotation nufhört. Diese Elliptizität wird Jedenfalls 1 
kleiner sein als c^; dabei wird die Gravitation die Verkleinerung derJ 
Elliptizität begünstigen, die Elastizität ihr widerstehen. 

Wir behaupten, dafs sich die gesuclUe Elliptizität e miUels derM 
früher (Gl. (1) und (9)) berechneten EüipUsitältn i^ und e, folgender- \ 
mafsen ausdrücli: 



(26) 



!, + •, 
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Daneben merken wir noch den Unterschied tler Elliptizitäten in dem 
BpannungB freien Zustande bei der Rotation m und dem Zustande nach 
Aufhören der Rotation an. Dieser Unterschied heiTse i'; er beträgt 
nach (25) 

(26) £'=,,_j=-A!i_. 

Den Beweis fßbrcn wir auf doppelte Art: 

a) In dem natörlichen Zustande des Ellipsoides (Rotation to, Ellipti- 
zität E,) herrscht Gleichgewicht zwischen Centrifugalkraften und Gravi- 
tation. N^ach (9) gilt daher für diesen Zustand: 

I, r, = U^. 

In dem deformierten Zustande (Rotation 0, EUiptizität e) haben wir 
dagegen Gleichgewicht zwischen Gravitation und Elastizität. Da die 
elastischen Kräfte nach dem spannungsfreien Zustande (EUiptizität f,) 
hinstreben, ist die elastische Wirkung jetzt zu messen durch den 
Unterschied (' der Elliptizitüten und wird gegeben durch ('W^. Das 
Gleichgewicht zwischen Gravitation und Elastizität erfordert 

fFj = i'Trj oder eF, = (f, -e) TT,. 
Wir dividieren diese Gleichung durch U^ und setzen nach (9) und (22) 
VJÜ, = l|e^, WJÜ^ = 1/«,. Dann ergiebt sich 

(27) .(1 + 1)^£l, 

was mit Gl. (25) flbereinstimmt. 

Indem wir direkt an die oben gefundene Lösung unseres dritten 
Problems anknüpfen, können wir auch folgendermafsen schliefsen: 

b) In dem spannungsfreien Zustande f^ des rotierenden Ellipsoids 
denken wir uns die Centrifugalkräfte gegen die Gravitationswirkungen 
gestrichen. Um zu dem rotationalosen Zustand t überzugehen, haben 
wir die Centrifugalkräfte im umgekehrten Sinne (also centripetal), 
sowie den Unterschied der Gravitationskiäfto gegen jenen frühe reu 
Zustand im umgekehrten Sinne (oder centrifugal) an unserem Ellipsoide 
anzubringen. In dem gleichen (centrifugalen) Sinne wirken die elasti- 
schen Kräfte, die ja den Zustand e, herzustellen streben. Mithin 
wirken bei dem Übergange von dem Zustande ;, zum Zustande e, d. h, 
bei der Elliptizitätsändening i, die elastischen Kraft« und die Unter- 
schiede der Gravitationskräfte zusammengenommen den dem Sinne 
nach umgekehrten Centrifugalkraften entgegen. Die ao entstehende 
Änderung e' der EUiptizität kann daher unmittelbar nach Gl. (23) 
berechnet werden; wir erhalten: 
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(29) 



(28) 7-^ + ^' 

was mit (26) Übert^iiiBtimtnt. — 

Nach Erledigung dieaer Tier vorbereitenden Probleme geben wir 
nun auf den eigentlichen Gegenstand dieses g, die Erkliü-umj der 
Chandlerscken Periode, ein. Dabei erinnern wir uns der Resultate auH 
Esp. VII, § 8, betreffend die Nutationsperiode*) eines Kreisels ■ 
deform ierbarem Material und nahezu kugelförmiger Gestalt. Wir sahen i 
pag. 607, dafa diese sich aus der „ursprünglichen" Elliptizität t, die I 
der Kreisel im Ruhezustände bei der Rotation Null haben würde, und 
nicht aus derjenigen EUiptizitüt berechnet, die das in Rotation begriffene 
Sphäroid aufweist und die wir E = s + i nannten. Die Formel lautete 
(vgl. GL (12) von pag. 607): 

NntatioDHperiode 1 
Umdrehuni^dauer e 
Im Falle der Erde ist die Umdrehungsdauer gleich einem T&ge, e be- 
deutet diejenige EUiptixität, die die Erde bei der Rotation Null an- 
nehmen würde, ist also nach Gl. (25) zu berechnen. Die Elliptizität 
E des rotierenden Kreisels ist im Falle der Erde mit f, zu identi- 
fizieren; die Differenz beider Elliptizitäteu wurde im Vorstehenden 
sowohl wie früher mit c' bezeichnet. Dabei besteht der Unterschied, 
daTs wir uns früher diese zusätzliche Elliptizität e' allein durch die 
elastischen Eigenschaften des Kreisels bedingt dachten, während sie 
bei der Erde im Sinne der Gleichung (28) aus den elastischen und 
Gravitationswirkungen zusammen hervorgeht. Die Anwendbarkeit unserer 
früheren Üborlegongen wird dadurch nicht beeinträchtigt; denn es 
wurde bei jenen lediglich das Vorhandensein einer Deformation Über- 
haupt, nicht die Umstände, unter denen dieselbe zustande kam, in 
Rechnung gesetzt. Ebensowenig macht es für die mechanische Be- 
trachtung etwas aus, dafs wir früher den Kreisel im rotationslosen 
Zustande e als spannungsfrei, im Znstande t + e' dagegen als elastisch 
beanspnicht ansahen, während umgekehrt die Erde im Zustande 
e, = f -i- 1' spannungsfrei ist und in dem daraus abgeleiteten, gedachten, 
rotationslosen Zustand £ von elastischen Spannungen ergriffen ist, in 
solchem Mafse, dafs sie vielleicht unter dem Einflufs dieser Spannungen 
zerbersten würde. Denn es kann uns für die Bestimmung der Be- 
wegung eines Körpers gleichgültig sein, ob an dem Körper ein Kraffc- 
syatem hinzugefügt oder fortgenommen wird, vorausgesetzt, dals sich < 
dasselbe am Körper das Gleichgewicht hält. 



*) Wegen der Benennung {freie Nntation » 
Anfang von % 8, p. 691) unten. 
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Nach Gleichung (29) und (25) wird nun die Periode der freien 
Nutation der Erde, in Tagen ausgedrückt, gleich 
(30) •iiJ._i(i + i). 

Wäre das Material der Erde absolut starr (ihr Elastizitätsmodul un- 
endlich groFs, also e, = 0), so wäre die Nutationsperiode aus der 
Elliptizität der rotierenden Erde zu berechnen und gleich 1/e, . Ist 
aber die Erde elastisch nachgiebig (Elastizitätsmodul endlich, f j > 0), 
so kommt es auf die EUiptizität der rotationslos gedaditen Erde an 
und es tritt zu l/ii ein Znaatzglied hinzu. Die elastische Nachgiehigkeit 
der Erde verlängert also die Periode der freien Nutation, und zwar in dem 
Verhältnis 1 + *,/£, : 1. Legen wir beispielsweise der Erde den Elasti- 
zitätsmodul des Stahles bei, so ergiebt sieh für dieses Vergröfserungs- 
Terhältnis: 



l+I 



= 1,5. 



Setzen wir die Nutationsperiode der absolut starren Erde (Eulersche 
Periode) gleich 10 Monaten, so folgt als Nutationsperiode einer Erde 
von der Elastizität des Stahles die Zeitdauer von 15 Monaten. Da 
andererseits die Beobachtung eine Nutationsperiode von 14 Monaten 
(Chandlersche Periode), also gegenüber der Eulerschen ein Vergröfaenrngs- 
verhältnis von 1,4 ergeben hat, so schliefsen wir, dals für das Material 
der Erde 

1 + ^-1,4 

gelte. Hieraus können wir den effektiven Elastizitätagi-ad der Erde 
Es ergiebt sich 



Nach Gl. (10) ist die Gröfse c, dem Elastizitätsmodul des betr. 
Materials umgekehrt proportional und nach Gl. (11) gilt für Stahl 
ij = 1 /4G5. Mithin berechnet sich der Elastizitätsmodul der Erde 
gleich dem 578/465-fachen, d. h. gleich dem 1,24-fachen des Elasti- 
zitätsmoduls von Stahl. Wir brauclien aiso der Erde nur einen sehr 
geringen Grcul von elastischer Nachgi^igkeit eueuscJtreihen, um die Ver- 
längerung der Etdersdien in die Chandlersche Periode auf diesem Wege 
SU erklären: Die Erde nmfs ihrem durchsdinittUchen elastisclien Ver- 
halten »acli noch etwas weniger nachgiätig sein als Stahl, oder ^nen 
noch etwas Itöho'en Elastizitätsmodul besitzen wie dieser. 

Bei dieser Schlufsweise bedarf noch ein Punkt der Erläuterung. 
Der angegebene Wert (30) für die Nutati onsdauer der Erdaice ergiebt 
unter der Annahme der Starrheit (fij^O) die Periode l/t, ^231 Tage. 
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Diese Periode ist tob der Eulerschen verschieden und beträgt noch 
nicht S Monate. Der Gnmd dieser VerMchiedenbcit liegt natürlich 
darin, dafs die wirkliche ElUptizität der Erde 70n derjenigen ver- 
flchieden ist, die wir unter der Annahme homogener Massen Verteilung 
anf hydrodynamischem Wege berechnet haben. Im Vorstehenden haben 
wir uns oSenbar eine gewisse Inkonsequenz zu Schulden kommen lassen, 
indem wir das Vergr 5 fserungs Verhältnis 1 + e,/f, aaa der theoretischen 
Formel (30) bestimmten, dagegen die Nutationsperiode bei starrem 
Verhalten der Erde gleich der Eulerschen Periode setzten, welche 
mittelbar aus den astronomischen Beohaehtimt/m über die Präcesaion der 
Erde entnommen wird. Diese Inkonsequenz laTst sich nachträglicb 
fulgendermaTsen rechtfertigen. 

Der theoretische Wert £, — 1 /231 nimmt auf die Ungleichförmigkeit 
der Massen Verteilung im Innern der Erde keine Rücksicht und stellt 
nur eine oterfi Grenze für die EUiptiüität der Erde dar, deren mittlere 
Dichte crfahrungsgemäfs viel grüfser ist ala ihre Oberflächen dichte. 
Thatsächlich ist denn auch die wirkliche EUiptizität der Erde (1/304 
nach den astronomischen Beobachtui^en, vgl. pag. 663) oder die wirk- 
liche Abplattung (1/298 nach den geodätischen Messungen) kleiner als 
der für homogene Maasenverteilung berechnete Wert 1/231. Auch ist 
es klar, dafs bei inhomogener Massen Verteilung der Begriff der EUipti- 
zität selbst insofern unbestimmt wird, als die beiden pag. 689 genannten 
Definitionen alsdann zu verschiedenen Zahlenwerten führen müssen. 
Die eine im Text gegebene Definition könnten wir als Massen -EUipti- 
zität, die andere in der Anmerkung gegebene zum Unterschiede davon als 
Abplatiunif oder als Oherjlädien-ElViptizilät bezeichnen. Zahlreiche Unter- 
suchungen von Badau, Callandreau, Poincare und älteren Forschem 
beschäftigen sich mit der Frage, wie das (als stetig vorausgesetzte) Gesetz 
der Dichtigkeitflzn nähme nach dem Erdiunem beschaffen sein mufs, damit 
es mit der erfahr ungsmäfsigen MasseD' und Obertlächenelliptiz.ität, sowie 
mit der erfahrungsmäfsigen mittleren Erddichte verträglich wird. Wir ver- 
weisen dieserhalb auf die zusammenfassende Darstellung von T isser and*), 
dessen Bericht indessen hinzuzufügen ist, dafs neuerdings E. Wiechert**) 
die sämtlichen einschlägigen astronomischen, geodätischen und physika- 
lischen Daten zu einer bemerkenswerten Theorie des Erdinneren zn- 



*) TiEHsrand, M^caniqne Celeste, t. 2, cbap. XI Y, insbesondere art. 110—118. 

**) E, Wiechert, Die Massen Verteilung im Innern der Erde, Göttinger 
Nachrichten 1897, pag. 331, Vgl. auch G. H. Darwin, MontUy Notii-ea of the 
E, Aab. Soc. London. Vol. SO (1899) Nr. 3. Die Ergebniase vun Wiecbert nnd 
Darwin werden verglichen von K. K, Helniert, SitKuiigsberichtc der Akademie 
d. Wi», Berlin 19U1 , p, ä2H. 
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aamra engearbeitet hat, auf welche bereits wiederholt Bezug genommen 
wurde. In dieser Theorie wird die Erddichte als sprungweise veränderlich 
angesetzt, die Erde Dümlicli als aus einem dichteren Metallkem und einem 
weniger dichten Gesteinsmantel bestehend angenommen, weiche von 
einander dnrch eine zähÜüsBige Zwiacheaschicbt getrennt werden. 
Die Gröfsen- und Massen Verhältnisse von Kern und Mantel lassen sich 
dabei bo bestimmen, dafs sowohl die Massen- wie die Uberflüchen- 
elliptizität richtig herauskommen und dafa die Oberfläche des Mantels 
genau und die Oberfläche des Kernes nahezu dem spannungsfreien hydro- 
dynamischen Gleichgewicht entspricht. Wir erwiihuen diese Arbeiten 
hier, um begreiflich zu macheu, dal's durch geeignete Annahmen über 
die Massen Verteilung der theoretische Grenzwert 1/231 thatsüchUch 
in den beobachteten Wert der Massen elliptizi tat X/304 sowie in den 
beobachteten Wert der Abplattung übergeftihrt werden kann, dafs sich abo 
insbesondere die Massen elliptizität wegen der Inliomogenitat der Erde im 
Verhältnis 231/304 verkleinert. Indem umgekehrten Verhältnis mul'a sich 
dann die der starren Konstitntion entsprechende Nutationsperiode, die ja 
der Massen elliptizi tat umgekehrt proportional war, vergröfsem nnd es liegt 
nahe anzunehmen, dafs sieh in eben diesem Verhältnis auch die der wirk- 
lichen elastischen Konstitution entsprechende Nutationsperiode gegen- 
über demjenigen Wert, den sie bei homogener Massenverteilung theo- 
retisch haben würde, vergröfsert. Diese Annahme lag unserer obigen 
Erklärung der Chandlerschen Periode stillschweigend zu Grunde, bei 
der wir nicht von der für homogene Massen Verteilung gültigen Nuta- 
tionsperiode !/*!=- 231, sondern von der wegen der Inhomogenität 
grofseren Eulerschen Periode von 304 Tagen ausgingen, die wir als- 
dann wegen der Elastizität der Erde mit dem aus den theoretischen 
Werten von e, und a^ berechneten Vergröüemngsverhältnis l-f*j/*i 
multiplizierten. Auch in der oben zitierten Arbeit von Hough 
wird mangels anderweitiger sicherer Unterlagen die gleiche Annahme 
gemacht. 

Dabei soll nicht geleugnet werden, dafs unsere Besultate sich 
urspriinglieh auf ein homogenes Ellipsoid bezogen und dafs ihre 
Üi>ertragung auf die inhomogene Erde notwendig mit einiger Un- 
sicherheit verbunden ist. 

Diese Unsicherheit betriäl aber nur die quantitativen Angaben, 
nicht die qualitativen. Es ist wohl möglich, dafs man bei Berück- 
sichtigung der inhomogenen Dicbtigkeitsverteilung im Erdinuem für 
den durchschnittlichen Elastizitätsmodul der Erde einen etwas anderen 
Zahlenwert finden möchte, als den oben angegebenen. Dagegen bleibt 
das allgemeine Resultat, dal's die Periode der freien Nutation durch 
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die Elastizität der Erde verengert wird and dafs für einen gewiaaewl 
Grad der Nachgiebigkeit die Enlersclie in die Chandlerache Perio« 
übergebt, bei einem beliebigen Gesetz der Mass eu Verteilung und 
beliebiger Struktur des Erdinneren zuversichtlich bestehen. 

Zum vollen Verständnis der Polächwankungen (oder genauer g»*\ 
sagt, des 14-monatlichen Bestandteils derselben) vrird es beitragt 
wenn wir Bchliefslich noch die im vorigen Kapitel, § 8, gegebene 
gemeine Schildenmg der Bewegung eines deformier baren Kreisels fti 
die Verbältnisse der Erde übertragen. 

Bei normaler Lage der Rotationsaxe, wo dieselbe mit der polaren 
Hauptträghfitsaxe zusammenfällt, rotiert die Erde gleichförmig um 
diese Axe mit der Abplattung 1/298. Der Unterschied des äquatorialen 
und des polaren Erdradius betrügt dabei 7J/298, wo M den mittleren 
Erdradius bedeutet, oder rund 21 km. Jetzt werde die Ilotationsaze 
durch irgend welche Umstände abgelenkt. Die GUiptizität der Erdö 
bleibt dabei dieselbe (vgl. pag. 603), nicht aber die Lage der Haupl 
trägbeitsaicen (vgl. Flg. 90 auf pag. 602). Die Erdmasse weicht näta-^ 
lieh bei festgehaltener Form des Erdellipsoides nach der Seite 
abgelenkten Rotatlonsaxe hin aus. Dabei stellt sie sich aber nicht 
symmetrisch um die Rotatioosase selbst ein, atindeni um eine Axc^ 
die augenblickliebe Hauptträgheitsaxe, die zwischen der ursprünglichen 
Haupttmgheitsaxe und der augeuhlicklicheu Botationsaie liegt. Und 
zwar teilt diese Axe den Winkel (ö in Fig. 90) zwischen der ursprüng- 
lichen Hauptträgheitsaxe und der augenblicklichen Ilotationsaxe nacb.. 
Gl. (6) von pag. 603 im Verhältnis «'/(t+O- D« ('=(,-« war, 
kann das genannte Verhältnis auch geschrieben werden: 1 — t/e,. Nuni 
bestimmte 1/e die Dauer der Chandierachen, 1/e, die der Eulerschen 
Periode. Mithin wird 

Ist c die Ablenkung des augenblicklichen Rotationspoles auf der Erd- 
oberfläche, so ist die Ablenkung des augenblicklichen Trägheitspoles 
2e/7. Aus den Beobachtungen entnahmen wir pag. 677, dafs e im 
Mittel 4 m beträgt; die Ablenkung des Hauptträgheitspoles wird daher' 
nur 1,1 m. Würde der augenblickliche Rotationspol einfach einen 
Kreis vom Radius 4 m in 14 Monaten um den ursprünglichen Haupt- 
trägheitspol, den geometrischen Pol, beschreiben, so müfste der augen- 
blickliche Trägheitspol in derselben Zeit und im gleichen Umlaufsainne 
einen Kreis vom Radius 1,1 m um denselben Mittelpunkt durchlaufen. 
Die Verrückung, die ein Punkt der Erdoberfläche hierbei erfährl^ 
und die zum Teil in einer Hebung zum Teil in einer Senkung bestehen. 
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wird, ist aufaerst gering. Wir kiJonen sie aus til. (3) und (5) von pftg. 601 
und 602 unmittelbar entnehmen. In Gl. (3) bedeutet r denjenigen 
Abstand, den ein Punkt auf der Oberfläche dea Sphäroides vom Mittel- 
punkte desselben bei der normalen TJmdrelinng a um die ursprüngliche 
Hauptträgheitsaie hat; GL (5) giebt denselben Abstand bei abgelenkter 
Kotationsaxe. Die Differenz beider stellt die Verrückung dea Punktes 
infolge der Deformation des Sphäroides dar; sie beträgt, wenn wir 
den früher mit »» bezeichneten Radius durch den mittleren Erdradins 
ersetzen und die Winkelabi enknng d als kleine Gröfse behandeln: 

(3)_(5) = B*'(co8'e-coB»C0 + d)) = fit'tf sin20. 
In Fig. 90, pag, 602 wird diese Gröfse durch die Dicke desjenigen Streifens 
dargestellt, welchen die Umrifsellipse in der deformierten, um & verdrehten 
Lage von der ursprünglichen UmrilaeUipse abschneidet. Die gröfste 
Verrückung findet nach Fig. 90 und der vorangehenden Formel für 
= 45' statt, wo sin 20 = 1 wird. Für diese Breite könneu wir, 
indem wir noch R8, die auf der Erdoberfläche gemessene Ablenkung 
des Rotationspols, mit e bezeichnen, die Verrückung darstellen durch 

.■,-C,.-.)e_.,(l-i)._5lj(l-g)»<e.lO--. 

Da e nur 4 m betrug, so wird die gröfste Verrückung eines Punktes 
an der Erdoberfläche kleiner als 4 mm. 

Mit der Kleinheit dieser Verrückung hängt auch die Geringfügig- 
keit der Lotschwaukiing zusammen, die durch die Deformation der Erde 
hervorgerufen wird. Wir bestimmen einerseits nach Gl. (3), andrer- 
seits nach GL (5) von pag. 601 und 602 den Winkel, welchen die Nor- 
male an das Erdellipsoid mit der Verbind ungsllni« des fraglichen Ortes 
nach dem Mittelpunkte der Erdfigur hin bildet. Dieser Winkel ist (bei 
Vertauschung von Winkel und Tangente); 



und wird iu erster Näherung 

nach (3) ■ ■ ■ - {B + i')Bm2e, 

nach (5) — £ sinSe — £'8in2(0 + Ä). 

Der UnterBchied beider Winkel, welcher gleich der Richtungsänderung 

der Lotlinie ist, ergiebt sich daher zu 

*'(Bin2(e + d) — Bin20) = 2t'dcoa20. 

Die gröfste Lotschwankung findet hiemach in Übereinstimmung mit 

Fig. 90 für 9=0 und x/2, d. h. an den Polen und am Äquator statt 

und beträgt 

±2id. 
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Da soeben c'< 10- ' gefuDden wnrde , ao wird die gröfgte Lotschwankung 
kLeiuer als der ÖDO*" Teil der Ablenkung der Rotations axe, Da Ietzter0> 
nach Fig. 104 von pag. G7G kleiner als Ü",3 war, so wird die Lot" 
ablenkung jedenfalls kleiner ala 0",OOU(1, eine Gröfse, die der Beobach' 
tuiig unter keinen Umständen zugänglich Bein dürfte. — 

Endlich möge nuch auf den Einflufs hingewiesen werden, den 
das Wasser der Ozeane auf die Länge der Nutatioiiadauer möglicher- 
weise ausüben kann. Wäre die Erdoberfläche völlig mit Waaaer be- 
deckt, ao würde sich dieses, da es dem Einflufs der Centrifugalkrafte 
frei zu folgen vermag, symmetrisch rings um die augenblickliche 
llotationsaxe einstellen. Wir hätten dann im AnscMuTs an Fig. 90 kU 
unterscheiden: die Oberfläche der Flüssigkeit, welche bei einer Ab- 
lenkung der Rotationsaxe um den vollen Winkel Ö gegen ihre ursprüng- 
liche Lage vertlreht wird, und die Obertiäche des festen Erdkernes, 
welche nur um den pag. 603 bestimmten Bruchteil von d nach der 
Seite der ßotationsaxe verschoben wird. Die ansgiebigere Ablenkung 
der Flüssigk ei ts Oberfläche würde die Dauer der freien Nutation ihrer- 
seits verlängern; es würde daher ein Teil der Abweichung zwischen 
der Ohandlerschen und der Eulerschen Periode durch das Verhaltea 
der Flilssigkeitsbedeckung erklärt werden müssen und nur der Rest 
auf die Elastizität der Erde kommen. Die Nachgiebigkeit der Erde 
würde sich auf diese Weise noch kleiner oder ihr durchschnittlicher 
Eliistizitätsmodul noch gröfser ergehen, als er oben gefunden wurde, 
wo wir jene ganze Abweichung auf Rechnung der Elastizität der Erde 
setzten. In Wirklichkeit wird nun aber die Erdoberfläche nicht voll- 
ständig, sondern nur etwa zu ^/j von Wasser bedeckt und die Beweg- 
lichkeit des Wassers wird in komplizierter Weise durch die Form der 
Kontinente beschränkt. Deshalb dürfte es kaum thunlich sein, den 
Einflufs der Ozeane auf die Nutationsperiode der Erdaxe a priori ein- ' 
wandsfrei abzuschätzen. Vielmehr wird man abwarten müssen, bis ein 
reichlicheres Beobachtungsmaterial über die den Polschwankungen ent- . 
sprechenden Wasserbewegungen vorliegt. Bereits auf pag, 684 wurde 
auf die Flutwellen von 14- monatlicher Periode hingewiesen; wenn die 
Existenz derselben sicher festgestellt und ihre Gröfse ungefähr be- 
stimmt ist, wird die Aufgabe entstehen, auch den Einflufs dieser Fluten i 
auf das Problem der freien Nutationen der Erdase anzugeben. 



4 



Die Folsohwaakuugen von jährlioher Periode. Uassantraoaporte ] 

und Plutreibung. 
Mit der Erklärung der Ohandlerschen Periode ist nur eine Seite I 
des Problems der Pol Schwankungen erledigt. Es wäre weiter zu be- \ 
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gründen, warum neben jener eine jährliche Periode, die wir aus den 
Fig. l()öa und b von pag. ö80, 681 herauslasen, auftritt und warum 
auch nach Abzug der Schwankungen dieser Periode ein Restbetrag 
übrig bleibt (Fig. lOtJ von pag. C8.')) von seheinbar gesetzlosen, zufälligen 
Störungen. Überhaupt verdient die Frage alle Beachtung, weshalb die 
freien Nutationen der Erdaxe so kompliziert und teilweise regellos aus- 
fallen, während doch die erzwungeneu Nutationeu (vgl, § 3 dieses 
Kapitels) sieb streng gültigen math cm atischeu Gesetzen fflgen. 

Der Grund hiervon scheint darin zu liegen, dafs die Erde im Sinne 
des vorigen § zwar effektiv fest, aber nicht virkliclt fest ist, dafs sich 
vielmehr ihre Teile bis zu einem gewissen Grade gegeneinander ver- 
schieben können. Insbesondere legt das Vorhandensein der jährlichen 
Periode die Annahme nahe, dafs solche Verschiebungen oder ,rMa3sen- 
trausporte" durch die Sonnenwärme bedingt werden, also meteoro- 
logischen Ursprungs sein mögen. Man hat verschiedene meteoro- 
logische Einflüsse zur Erklärung der jährlichen Po Schwankungen 
herangezogen, so den jährlichen Wechsel in den Schnee- und Eis- 
ablagerungen, Meeresströmungen von jährlicher Periode und dadurch 
bedingte Wassertransporte, sowie Schwankungen iu dem Niveau des 
Luftmeeres, Die letzteren scheinen sich auf Grund der für den gröfsten 
Teil der Erde bekannten Isobarenkarten am ehesten quantitativ be- 
stimmen zu lassen und liefern Massenumlagerungen von überraschend 
hohem Betrage. 

Wir entnehmen die folgenden Angaben einer Untersuchung von 
K. Spitaler*). Bekanntermafsen ist der Luftdnick im Winter im 
Mittel höher als im Sommer. Daher wird die Luftdruckdi Seren z 
zwischen Januar und Juli auf der nördlichen Halbkugel im Mittel positiv, 
auf der südlichen negativ seiu. Die Verteilung der Druckdifferenzen 
ist dabei natürlich keine gleichförmige, sondern wesentlich verschieden, 
je nachdem die betr. Gegend Festland oder Ozean ist, und zwar in 
dem Sinne verschieden, dafs die Wasaerbed eckung die Luftdruekachwau- 
kuugen merkhch ausgleicht. In Übereinstimmung mit dieser Überlegung 
zeigen die Isobarenkarten, dals sich der Druck flberschnfs zwischen Januar 
und Juli auf der nördlichen Halbkugel über dem asiatischen Festlande 
konzentriert, während sich der Drucküb erschuf s zwischen Juli uud 
Januar auf der südlicheu Halbkugel inselförmig über die drei Gebiete: 
Südafrika, Südamerika, Australien gruppiert. Über die Polargegenden 
ist naturgemäfs nichts Sicheres bekannt. Hinsichtlich der Gröfse der 



*) Die periodischen Luftm aasen vergchiebungen uud ihr Bin&ufB auf die Lagen- 
aiiJerungen der Erdachae. Petenniuins Mitteilungen, Ergänzimgshefl Nr. 137 (1901). 
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Druckdüferenzeii lehrt die Ausmessuiig der lüobareukarten Folgend« 
Es lagort auf der nördlichen Halbkugel zwischen 0° und f^O" nördlichei 
Breite im Januar fin LuftmasHenUbei-schufB gegenüber Juli gleidl4 
192,r> Kuhikkilometer Quecksilber, anf der südlichen Halbkugel Kwischen 
0" und 50" südlicher Breit« im Juli ein MassenUherHehuis gegenüber 
Januar von 402,2 Kubikkilometer Quecksilberl Da ein Kuhikkilometer 
Quecksilber die Masse 13,6 - 10" kg aufweist, so haben wir es hier! 
mit Mnssenunterschiedeu zu thun, die mit der gesamten Erdmaas*! 
(gleich mittlerer Dicbte mal A%R^ß = rund 6 ■ 10" kg) schon einiget 
mafaen vergleichbar sind*). 

Hinsichtlich der durch Meeresströmungen verursachten Masseit* 
triuisporte verweisen wir auf eine Abschätzung von J. Lamp**). 

Aufser durch meteorologische Einflüsse finden M as sen trän sp ort 
von kurzer Periode infolge von Ebbe und Plut und unperiodißchal 
Mass enverschiebun gen wenn auch von geringem Betrage durch Erd 
beben, vulkanische Ausbrüche, AhUgei-nngen der Flüsse und durdbl 
die säkularen Hebungen und Senkungen der Erdkruste statt***). 

Wir haben uns nun zu fr^en, wie solche Massentransporte die 
Bewegung der übrigen Erde beeinflussen. Wir können dabei einen 
indirekten und einen direkten Einflufs unterscheiden, einen indirekten, 
durch die veränderte Massen Verteilung vermittelten Einflufs, indem durch J 
einen Masseutransport die Hauptträgheitsasen der Erde verlegt werdesl 
imd somit die Lage der Rotat.ionsaxe in der Erde beeinfluXst wird, einen 
direkten EinÜnfs, insofern die Hervorbrmgung der Massentran;iportal 
einen Teil des zur Verfügung stehenden Gesamtimpnlses verbrauchl 
und dadurch den für die Erdrotation übrig bleibenden Impuls i 
GrÖfse und Richtung modiflziert. 

Wir geben zunächst eine allgemeine Schilderung der &agUclu 
YerhältnisBe. 

Um den indirekten Einflufs eines Massentransportes zu bestimmet 



*) Die entsprechenden LntMmukdifferenzen sind keineswegB groh. Denken 
wir uns z. B. die GeaaBjtmasse von lBa,& km* Quecksilber auf die Kugelione 
Kwiacben 0° und 811° nördlicher Rreite gleich in äisig verteilt, bo crgiobt sich eine 
Bedeckung von nur 0,78 mm Höhe. Dem (genannten MaBKenüborschuTB auf der 
nördlichen Engelzone entapricht daher ein im Januar um 0,78 mm höherer Bar 
meterBtund aU im Juli. Kbeneo entspricht dem MaBBenfiherachura von 102,S h 
Quecksilber auf der genannten südlichen Kagekone ein im Juli um 3,08 
höherer mittlerer Barometerstand ab im Januar. 

**) Über NiveauBchwankuugeo der Ozeane als eine mCglicbe Ursache i 
Veränderlichkeit der Polhilhe. Antron. Nachrichten 126 (lafli), Nr. 8014. 

••^ Nftheres hierfiber v^jl. Helmert, Die mathem, und physikalischen TheoriSB 
ilur heberen Geodäsie, 11, Kap. &, Leijizig 1884. 



% 8. Diö Foheliw&nkiingeti v. jahrl. Periode. Massen trän Sporte n. Fintreibung. 709 

verfahre man so: Man berechne aus der als bekannt au zusehen den 
Lage der bewegten Masse gegen den Erdkorper in jedem Momente 
die Lage der Uaupttriigheitsaxen in der Erde und insbesondere die 
Lage des Trägheitspoles. Wenn letzterer vor dem Massen trän sport 
zufälliger Weise mit dem iustantanen Rotatiouspol zusammenfiel, wird 
er während desselben und nach demselben von diesem verschieden 
sein. Gestattet man sieb, was mit grofser Annäherung zulässig ist, 
die Erde nach wie vor als symmetrischen Kreisel (mit gleichen äquato- 
rialen Trägheitsmomenten) zu bebandebi, so best-eht die Bewegung des 
Rotati onspoles auch nach dem Hasse ntransp ort aus einer Umkreisung 
des Trägheitspoles. Die Periode dieser Bewegung ist — unter Voraus- 
setzung der früher berechneten Elastizität — die vierzehnnionatliche. 
Der Radius des Kreises hängt dabei in erster Linie von der Ver- 
rüekung des Trägheitspoles, in zweiter Linie von der Geschwindigkeit 
des Mas Bentransportes ah; er bleibt theoretisch solange erhalten, bis 
er durch neue Masse ntransp orte abgeändert wird. 

Bei der Besprechung des dirfMten Einflusses der Massentransporte 
auf den Impuls wollen wir annehmen, dafs unser Maasentran Sport diireh 
ianere Kräfte hervorgerufen sei, also durch Kräfte, die innerhalb des 
Massensystems der Erde dem Gesetz der Gleichheit von Wirkung und 
Gegenwirkung genügen. Dann gilt unser fundamentaler Impulssatz von 
pag. 113 för die nichtfeste Erde ebenso unumschränkt wie fQr einen 
starren Körper (vgl, eine Bemerkung auf pag. 111). Dieser Sata besagt, 
dafs der Gesamtimpuls des Masaensyatems der Erde nach Richtung und 
Grol'se im Räume konstant bleibt. Der Geaamtimpuls zerlegt sich aber 
hier in den Impuls des Masseutransportes und den der Erdrebnng. Ist 
der erstere veränderlich, so mufs es auch der letztere sein. Mit dem 
Impuls der Erddrehung ändert sich im Allgemeinen auch die Rotations- 
aie der Erde und die L^e des iustantanen Pols auf der Erde. Fiel 
dieser vor dem Massentransport mit dem geometrischen Pol zusanmien, 
so wird er während desselben von ihm entfernt; bewegte er sich 
ursprünglich in einem Kreise um den geometrischen Pol, so wird der 
Radius dieses Kreises durch den Massen transp ort vergröl'sert oder 
verkleinert. 

Wir geben nun einige analytische Ausführungen hierzu, wobei 
wir die beiden unterschiedenen Einflüsse zunächst nocb getrennt behandeln 
und den Stoff in eine Reihe von Einzelproblemen auseinanderlegen. 

Erstes Problem: Eine Masse oder da- Scliwerpunkt eitles nicht zti 
ausgedehnten Massensystejns m werde von der Stelle X„ Y^ Zg der Erde 
nach der Stelle X YZ verlag&'t. Wie ändert sich dabei die polare Haupi- 
trägheüsaxe? 
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(I) 




I 



Bei der urspritu glich du Lage von m seien die Koordinatenax« 
HaupttrSgheitsftxen. Die Haupttnigheitflinonieute heileen Ä, B^Ä, C\ 
die Trägheitaprodukte (ygl. pag. 9H) sind Null. Bei der abgeänderten 
Luge von m setzen wir die Trägheitsmomente und -Produkte 
Koordinatenaxen in folgender Fonn an: 

Ä^A + a, B^A+b, C^C + c, 
E= .!, F~ f, S^ g. 

Die Gröfsen a, , . ., <;,... haben die Bedeutung 

(« = »N(y»+^»- Y^-z^), ... 

\c=.miYZ~ Y^Z^), ... 
und HLttd im Verhältnis zu Ä und C als kleine Gröfseu /.u hehandelni' 
Bei der Bestimmung der abgeänderten L^e der Haiiptträgheitaaxeu 
knüpfen wir nach pag. 100 an die folgende Fläche zweiten Grade» an: 

C^ + «)£> + (A + l,)^' + (C+<)S' - 2.,5 - 2/t6 - äjj, - 1. 

Die Uauptaxen derselben, welche zugleich die gesuchten Hauptträgheite- 
axen sind, werden durch die folgenden Gleichungen bestimmt: 

(A + a-).)l-g7i-n = 0, 
-ffg + (^+i-i)ij-eg-0, 

Hierin ist l so ■m wählen, dafs die drei Gleichungen miteinander vi 
träglicli werden. Ist dieses geschehen, so bestimmen die Verhältnif 
I : ij : £ die Lage je einer der drei Hauptnxeii. Es ist für das Folgeni 
bequem, die 6, »;, £ als die llichtungskosinua der fritglichen Haupl 
aufzufassen, ihre absolute GrÖfse also so zu wählen, dafs |^ + •?' + £' =• 1 
wird. 

Wir interessieren ans epeziell fiir die polare Hauptträgheitsaxe 
und dürfen annehmen, dafs diese nur wenig von ihrer ursprllnglichen 
Richtung, der ^-Axe abweicht. (Für die äquatorialen Haupttraghelts- 
axen wäre die entsprechende Annahme unzuläasig, weil ihre Lage in 
der Äquatorebene ursprünglich unbestimmt ist und daher durch einen 
kleinen Massentransport bedeutend abgeändert worden kann.) Wir 
werden also ^ und ij als klein voraussetzen und g gleich 1 nehmen. 
Gröl'sen wie /*!, a| sind dann ku streichen; unsere dritte Gleichung 
ergiobt daher einfach k = C + c und unsere beiden ersten Gleichungen 
werden 

(2) (A-C')^ = f, iA~C)r} = <^. 

Die Hichtungsänderung der fraglichen Hauptaxe ist hiemach auf Grund 
der in (1) angegebenen Werte von f und t' bekannt. Die |, ij können 
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zugleich als die durcli die zugehörigen geocentrischen Winkel ge- 
mesBenen x und y- Koordinaten des TrägUeitspoles angesehen werden. 
Multiplizieren wir ^ und i] mit dem Er(iradius R, so erhalten wir 
direkt die Verschiebung des TrÜgheitepoles auf der Erdoberöäche. 

Um ein Zahlenbeispiel ku geben, wollen wir annehmen, die Masse 
m werde auf einem Meridian, den wir zur Xif-Ebene nehmen können, 
aus der Breite 0^ in die Breite verachoben. Es ist dann 

e^O, /■=^'(8ia2G-8in20o), t? = 0. 

Den Ausdruck (2] fiir § können wir so mnschreiben: 

I 



- CA ■ 



Die Gröfse A würde bei homogener Masaenverteilung durch 2MR^/b 
zu berechnen sein, unter M die Maase der Erde verstanden; der wirk- 
lichen Massen Verteilung entspricht aber besser der Ansatz A^MR'jS*). 
Mit Benutzung des bekannten Zahlenwertea von Aj{G—A) folgt 
daraufhin 

4 = _456^(sin20 - sin20o). 

Um eine Ablenkung der HauptträgheJtsaxe um 1" hervorzubringen, 
ist hiernach, wenn z. B, 9^ =^ — 45", 6 =■ + 45" genommen wird, die 
) Masse erforderlich: 



_ ^M \^ 1 n- s M 

180 ■ 60 6Ö . 912 ~ 2 

Natürlich schlägt der Pol in demselben Sinne aus wie die Massen- 
Verschiebung erfolgte. 

Zweites Problem: Es finde eine Massenverschieimtiff statt, deren 
Impuls nach Gröfse und Lage im Erdkörper durch einen ev. veränder- 
lichen Vektor l(iv ftir jede Zeit gegeben ist. Es wird artgenommen, dafs 
die Hmiptträgheiiaaxe» durch diese Massetiverschiebmig nicht abgeändert 
werden (s. unten). Welchen Einfluß hat die Massenverschiebutig auf die 
Lage der Botationsaxe? 

Sehen wir von äulseren Kräften ah nad nehmen wir an, dafs der 
Massentransport lediglich durch innere Kräfte hervorgebracht wird, so 
bleibt der ßesamtimpuls im Räume konstant. Dieser hat gegen die 
bewegte Erde die Komponenten L-\-X, M-f-/t, N-\-v, wenn LMN 
den Impuls der Erddrehui^ bezeichnet. Mithin gelten nach pag. 140 
die Enlerschen Gleichungen in der folgenden Form: 



•) Vgl. Helmert 1. c. U, pag. «8. 




Qeoph7«luUBche Anwendnngen. 

- r(Jf+rt-«(Jf+>'), 

- q(L+l) -p(M+f). 

- rM-qN + fi, 
--rL +)iW + M, 



' dt ' 



ri +pv, N - - ^j +}A— i)/iJ 



Die Gröfeen /, ft, v smd kleine GröFgeii; wir kSimeD daher in dea 1 
vonttelienden Definitionegleichungen die p, 7, r durcli Uire Näliermiga- 1 
werte ersetzen, die sie bei ungestörter Erddreliuiig haben würden, I 
d. h. durch die Werte p = 0, g = 0, r = la. Dadurch vereinfachen J 
sich diese Gleichotrgen wie folgt; 



W 



- W + "■»'• 



M- 



- -/, - »J, 



Die A, M, N sind biemacli ebeoso wie die X, fi, v bekannte Funk- 1 
tionen der Zeit und die Gleichungen {S} lassen die folgende Deutung I 
zu: Unser MasBeutransport vom Impulse i [i v boeiuäulst die Brd- 1 
drehung in solcher Weise, als ob eine als Funktion der Zeit gegebene 1 
Drehkraft A M N an dem Erdkörper angriffe. 

Da wir aonebmen, dafs die Lage der Hauptaxen durch den MasEien- 
transport nicht beeinflnfst wird, diese also im ErdkÖrper festliegen, 
könncu wir in (3) L^Ap, M^Aq, jV = f V setzen; aulBerdem 
können wir in Gliedern, die mit den kleinen Faktoren p oder g be- J 
haftet sind, r mit seint^m Nähenmgswert w vertauschen. Die beiden | 
ersten Gleichungen (3) lauten dann: 
1 '^P - 



(5) 



-(^-C>2+ A, 



. äq 



Die dritk^ Gleichung kommt für das Folgende nicht in Hetracht. 

Wir fassen die Gl. (5) durch Multiplikation mit l und i zu emer | 
komplexen Gleichung 

(6) 4^<£+-i*_(0-4).«(y + ig)+A + iM 
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zusammen imd nehmen von dem Massentransport an, d»h er ein 
periodischer sei, dafa also il, fi, v nnd daher auch A, M, N periodische 
Funktionen der Zeit sind. Diese Funktionen werden wir nach Viel- 
fachen der Periode in eine Fouriersche Reihe entwickeln und ein 
einzelnes Reihenglied fiir sich betrachten. Für A -j- iM können wir 
dann ganz allgemein den Ansatz machen: 

A + JM = aC"' -f a'e-'"'. 
Dem entspricht als allgemeines Integral von (6): 
(7) p + iq = hf^"' + fc'c^''" + ce''", 

wo c die IntegratiooBkonstante ist und wo zur Abkürzung gesetzt 
wurde: 



(8) 



ttA~ie>iC — Ä) ' 



A ß^ 



^ —iaÄ — im{C~A} Äß + a^ 

c ist ebenso wie vorher a und a' im Allgemeinen komplex. Die beiden 
ersten Glieder der rechten Seite von (7) stellen die durch den Massen- 
transport erzwtmgtme Scliwingung, das letzte Glied die freie Schwingung 
der Rotationsaxe dar. Erstere erfolgt natürlich im ZeitmaTs des Massen- 
transportes, letztere in der durch den Wert von ß angezeigten Periode 
von Äj{Ü~ A) Tagen. Setzen wir letztere nicht gleich der Eulerschen, 
sondern gleich der Chandlerschen Periode, so berücksichtigen wir damit 
in einfachster Weise im Sinne des vorigen Paragraphen die elastische 
Nachgiebigkeit der Erde, die sich natürlich auch an dieser Stelle geltend 
machen wird. 

Wie überall bei Sehwingungsfragen stofsen wir hier auf ein ge- 
wisses Kesonanzphänomen, d, h. auf eine Verstärkung der Ausschläge 
im Falle der Koincidenz zwischen der Periode der freien nnd er- 
zwungenen Schwingung. Diese Koincidenz tritt ein, wenn in unseren 
Bezeichnungen k — + ß wird, in welchem Falle entweder b oder b' 
unendlich grofs wird. Wir messen die für eine gewisse Frequenz ein- 
tretende Verstärkung am besten durch den Vergleich mit einer sehr 
langsamen Schwingung (a = 0). Nach (8) ergiebt sieh für den Koeffi- 
zienten b bei sehr geringer Frequenz bez. für das Verhältnis dieses 
Koeffizienten bei beliebiger und bei geringer Frequenz: 



und 
(9) 



K- 



Ä f 
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fnieselbe Formel gilt für den KoefSzieuten h', wenn wir + tt mit — 4 
verlaus üben; die folgenden Bemerkungen, die wir an den Wert von | 
anknüpfen, ergeben sich ebensowohl aus der entsprechenden Fori 
lilr //, wenn wir negative Frequenzen a betrachten, also dem Mus 
transport den umgekehrten Sinn beilegen.) 

Hat z. B. der Mussentriinsport die Periode eines Jahres und nehmv 
wir als Periode der freien Schwingung, wie verabredet, die Chandlersch«y' 
so wird KJß = 14/12 und (vom Vorzeichen abgesehen) hj\ = 6. Der 
ümstanil also, dafs die jfifirlkkc Periode nicht sehr weit von der natür- 
lichrn Periode der Polsditvankangen enp'emt ist, hat zur Folge, dafs 
ein Massentransport von jäJirlicher Periode eine sechsmal stärkere Ab- 
leidiung hervorhntigt, als ein Vorgang, der diesähe Drehkraß, aber in 
iiDemllich verlangsamter Zeitfolge auf die Erde überträgt. Hat der 
MasBentrauaport andrerseits eine sehr kurze Periode, (a sehr groüs), so 
wird a/ß grofs und h^/b^ klein, Z. B. wollen wir iina auf den an 
sieh bedeutenden Maeaentranaport bezieben, der relativ zur rntierendi 
Erde mit halbtägiger Perlode in der Erscheinung der Ebbe und 1 
auftritt*). Hierbei ist a/ß rund gleich 840 und bjb^ rund gleich 1 
Ein Massentransport von so Mrzer Periode britigt also bei gleicher l 
der ülierlragenen Drehkraft gegenüber einem eeiäich unendlich verktr^sa 
Transporte nur eine versehunndend kleine Wirhtng auf die Hofatit 
hervor. Das Massensystem der Erde ist eben zu träge, um den 1 
Wirkungen von ganz kurzer Dauer folgen zu können; es folgt e 
Störung um so williger und ergiebiger, je näher die Störungsperim 
der natürlichen Periode der Pol acbw anklingen liegt. 

Übrigens tritt dasselbe Resonanzpbänomeu auch auf, wenn wir 1 
in dem ersten Problem dieses § lediglich die indirekte Wirkung t 
Masaentransportes, d. b. seinen Einflufs auf die Masse nvertei long 
Rechnimg setzen, indem durch einen periodischen MaBsentr.in8port s 
der Trägheitspol der Erde in periodischer Weise verlagert wird undil 
hieraus eine um so stärkere Schwankung des Rotation sijoles entsteh^ I 
je näher die Periode des Masaenti-ausportes der natürlichen PeriodaJ 
der Polschwankungen liegt. Wir werden unten in einem dritten Probier 
hierauf zurückzukommen Gelegenheit haben. 

Durch den geringen Unterschied zwischen der jährlichen I 
der meteorologischen Mass en trau aporte und der freien Schwing! 
periode des Poles ist jedenfalls die Möglichkeit gegeben, dafs * 
hältnismäfsig schwacher meteorologischer Masse ntransport eine 

*) Allerdings handelt ee nich hierbei am einen durch ünraere Kräfte (Mond^ 
tuEiebung) bciHrkten MasHetitraneport, für welchen die gegenwärtige Aoseinandi 
setuting nicht unmittelbHr gilt. 
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hältnismäfsig starke PolBchwankiing zur Folge haben kann, eine Mög- 
lichkeit, die bei dem Studium der Polschwankungen von jährlicher 
Periode im Auge zu behalten ist. 

Es giebt eine Klasse von Massentransp orten, bei denen die hier 
für sich behandelte Wirkung auf den Impuls thatsächlich gesondert auf- 
tritt und die Wirkung auf die Massenverteilung in Fortfall kommt. 
Wir sprechen von „cyldischen Massentransp orten" wenn tue verschobene 
Masse sofort von neuer Masse derselben Dichtigkeit ersetzt wird. Ersicht- 
lich giebt ein cyklischer Massentransport zu einer Umlagerung der Haupt- 
triigheitsaxen keinen Änlafs, während er andrerseits den Impuls der Erd- 
drehung nach MaTsgabe seiner Geschwindigkeit und Ei^iebigkeit beein- 
flufst. Diese Fälle lassen eine sehr elegante Behandlung besonders 
dann zu, wenn der Impuls des Maasentr an Sportes in Bezug auf den 
Erdkorper konstant bleibt; sie sind von V. Volterra*) in einer Reihe 
von Abhandlungen untersucht worden. 

Bisher ist es indessen nicht gelungen, reale cyklische Massen- 
trausporte von hinreichender Intensität oder hinreichender Dauer nach- 
zuweisen, die eiuen merklichen Einflufs anf die Polschwankungen haben 
könnten. Namentlich scheint der Versuch nicht ausaichtsvoll, mit Vul- 
terra auch die Pol Schwankungen der Chandlerschen Periode aus diesem 
Erklärunga gründe abzuleiten. Die cyklischen Bewegungen, welche Vol- 
terra postulieren raufs, um zur Chandlerschen Periode zu gelangen, sind 
rein hypothetischer Natur und werden durch die geophysikalischen Er- 
fahrungen nicht wahrscheinlich gemacht. Überdies werden wir im Fol- 
genden sehen, dafs die direkte Wirkung eines Massen transportes auf 
den Impuls gegen seine indirekte Wirkung auf die Hauptträgheitsaxen 
im Allgemeinen zurücktritt, dafs also ein nicht- cykliseher Massen- 
transport die Erddrehimg im Allgemeinen mehr beeinflnfat, wie ein 
cykliseher von gleicher Stärke. Deshalb scheinen die Volterra'schen 
Untersuchungen mehr ein allgemeines mathematisches wie ein unmittel- 
bares geophysikalisches Interesse zu haben. 

Hein theoretisch, ohne Rücksicht auf geophysikalische Fragen, 
war die Bewegung eines Kreisele, in dessen Innerem eine cyklische Be- 
wegung vor sich geht, schon früher von A. Wan gerin**) behandelt worden. 



r 



•) Astronom. Nachr, Bd. 138 (1895), pa^. 33; Atti <i. B. Accademia di Torioo, 
Bd. 80 und 81 (18B&). In decBolbon Richtung liegen die Erläuterungen von G. 
Peano, ibid. Volterra fafst seine ÜnterBuuhiingen zueammeQ in Acta Hathe- 
maticft Bd. BS (1898), 

••) Halle 1899, üniveraitätBachrift, Das Problem ist in mathematiacb verall- 
gemeinerter Form aufgenommen Tön V. Volterra, Read. d. R. Aceademia dei 
Ljncei ^6) Bd. i (1896) und von E. Jahnke, Liouvillefl Journal (6) Bd. 5 (1899), 
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Indem wir jetafc noch die hei unBerem ersten und zweiten Problem 
gegebenen Entwiokelungcn zueammeniasaen, berückaichtigen wir nun > 
zugleich die direkto Wirkung auf den Impuls und die indirekte Wir- ' 
kung eines Maasentransportea auf die Massen Verteilung der Erde. Wir , 
stellen uns dementsprechend das folgende 

Dritte Problem: Eine Massem wer de von einer Anfangslage X(,Y^Zn I 
aus in bestimmter Weise auf der Erde verschoben, so dafs ihre Koordi- 
naten X^YfZ gegen den Erd/airper bekannte, im Besonderen periodische ' 
Funktionen der Zeit sind. Hierdurch wird der Träghätspd der Erde i» 
hestimtnter Weise abgelenkt und es wird gleiefueitig der Impuls der Erdr \ 
drehung in solcher Weise heeinflufst, als ob auf den Erdkörper eine be- ' 
stimmte Drehkraft A M N wirkte. Es sollen die Differentialgleichungen 1 
der Drelibewegung aufgestellt und integriert win-den. 

AuB den als Funktionen von i gegebenen Koordinaten X, Y, Z von 
m berechnen wir zunächst den VerBchiebungsimpuIs von m, i^mlicli 
d.„ Vektor ^^.^ ^^._ ^^. 

nnd hierauH die Moment« dieses Vektors um die Koordinatenaxen, 
welche die nach denBelI)en Axen genommenen Komponenten des Dreh- , 
Impulses des Massen trän sportca werden, nämlich 

(10^ X^m(YZ'-Zr), (t^m{ZX--XZ'), v^m{XY' -YX'). 
Die Bewegung des Erdkörpers wird, unter der Annahme daä 
äuTsere Kräfte nicht vorhanden sind, nach wie vor durch die Glei- 
chungen (3") dargestellt, in denen die A, M, N aus den soeben an- 
gegebenen X, (i, V hinreichend genau mittels der Gl. (4) berechnet ' 
werden können. In der That gelten die Gl. (3) von pag. 712 oder ] 
die Gl. (2') von psg. 140, aus denen wir jene folgerten, filr ein be- 
liebiges im Kreisel festes rechtwinkliges Axensyatem, gleichviel ob I 
dasselbe das System der Haupttrügbeitsaxen ist oder nicht. Im Gegen- | 
satz zu den Betrachtungen bei imsereni zweiten Problem sind unsere 
Koordinatenaxen jetzt nicht mehr Hauptträgheitaaxen; nehmen wir etwa 
an, daCs sie es zn Anfang der Bewegung waren, so verlieren sie diese 
EigenBchofl in dem Mafse, wie der Trägheitspol durch den Massen- 
transport abgelenkt wird. Infolgedessen treten an die Stelle der ein- , 
fachen Beziehungen L ~ Ap, M = Aq, N = Cr die allgemeinen Gl. (2) i 
von pi^. 05 für den Zusammenhang zwischen Impuls- und Rotations- | 
Vektor, die wir mit Rdcksicht auf die Definition der OröfBcn ahc, 
efg in Gl. (!) folgendemiafsen schreiben können: 

L ^{A-\-a)p-gq-fr, 

M^-gp + (A + b)q~er, 

N=^^fp-eq + (C+c)r. 
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Wir berOcksichtigen, dafs die a b c, efg, p q kleine Grölsen Bind und 
könneQ daher wie folgt vereinfachen: 
(11) L = Äp-fr, M=Aq~cr, N=iC+c)r. 

Diese Werte haben wii in die Gl. (3) einzutragen. Aub der dritten 
dieser Gleichungen folgt zimächst, daTe (im Gegensatz zu r selbBt) 
drjdt eine kleine Grofse wird, was man übrigens auch daraus ent- 
nehmen konnte, dal's die ungestörte, ursprüngliche Bewegung in einer 
ghidiförmigen Kotation r = lo = conat. bestand. lu deu beiden ersten 
Gleichungen (3) vernachlässigen wir ferner alle diejenigen Glieder, die 
von der zweiten Ordnung in den kleinen Gröfsen werden und eraetzen 
in den Gliedern erster Ordnung r durch seinen Näherungswert a. So 
ergiebt sich 

wo zur AbkQnuQg gesetzt ist: 



(13) 



A'=o)^{-e.'e+ A, 

r' + oV+M- 



M' 



"dt^ 



Die Gleichungen (12) haben durchaus dieselbe Form, wie die Gl. (5); 
die A', M' hier sind, ebenso wie die A, M dort, bekannte Funktionen 
der Zeit, wenn der Massentransport in seiner Abhängigkeit von der 
Zeit bekannt ist. Die A', M' fassen die direkte Wirkung auf den 
Impuls und die indirekte Wirkung des Massentranspories zusammen 
und lassen sich abermals deuten als eine scheinbare, auf deu Erd- 
körper wirkende Drehkruft. Bemerkenswert ist noch der folgende 
analytische Ausdruck dieser scheinbaren Drehkraft, der sich unmittel- 
bar aus den Deänitionsgleichungen (4) und (13) von A, M und A', M' 
ergiebt: 

(14) "; 

"■--Ä(^-"")-«'(*~"'ß- 
Man hat also, um neben der direkten die indirekte Wirkung des Masaen- 
transportes zu berücksichtigen, l, ^ einfach durch X — af, fi — a>e 

zu ersetzen. 

Die weitere Behandlung der Gl. (12), ihre Integration und die 
Diskussion ihrer Lösungen unterscheidet sieh in nichts von der obigen 
Behandlung der Gl. (5); insbesondere findet auch jetzt die oben betonte 
Resonanz Wirkung statt, wenn der Massentransport periodisch ist und 
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aeine Periode der Periode der freien Schwingungen der Erdase nahe 
li«^. 

Wir wollen hier zunächst die Frage entscheiden, ob bei einem 
periodischen Massentranaport die direkte oder die indirekte Wirkung, 
d. h. die Wirkung auf deu Impuls oder die auf die Massen Verteilung die 
bedeutendere ist, um von da aus zu einer für die Zahlenrechnung 
nützlichen weiteren Vereinfachung der öl. (12) zu gelangen. Wir 
hranchen zu dem Zwecke nach den Gleichungen (14) lediglich das 
Verhältnis der Öröfsenpaaro l, ji und af, ae zu prüfen. 

Das Gesetz, nach welchem der Massentranaport im Erdkörper 
zeitlich abläuit, möge durch die folgenden, möglichst bequem ge- 
wählten Gleichungen zum Ausdruck gebracht werden: 
X=Xq-\- awaatf 
Y= T„-\-hamat, 

Die fragliche Masse pendelt hiemach um ihre Anfangs- und Mittelloga 
XgY^Z^ in der Periode 'Inju herum. Wir berechnen nach (1): 

e = mZJ)imttt, f^mZ^asinal 
und nach (,10): 

i = — mZnha cos at, fi = mZ^aa cos at. 
Hiemach i^rgehen sich die Verhältnisse 



Über die Amplituden a und h wollen wir nichts Näheres aussagen^ 
wir werden aber annehmen, dals aic etwa von gleicher OrÖfsenordnung 
sind. Dann wird die Öröisen Ordnung der vorstehenden Verhältniage 
im Mittel durch den Faktor a/a gegeben. Nun sind die Gröfsen a 
und w umgekehrt proportional der Periode des Maasentransportea bez. 
der der Erddrehung, «/w wird daher gleich der reziproken Anzahl 
von Tagen, welche nuf die Periode des Masse ntransportes kommt. Wir 
sahen bereits, daCs nur Massentransporte von solcher Periode, die der 
natörlichen Periode der Polaehwankungcn nahe liegen, eiuen starken 
Einflufs auf die Polaehwankungen ausüben können. Deslialb ist für 
alle Massen transp orte die uns interesaieren , a/o eine kleine Zahl, für 
die meteorologischen Massentransporte beispielsweise gleich 1/365. 
Es folgt hieraus, dafs bei diesni Mrisseniransporl/'n die direkte Wirhutg 
gegenüber der indireictcn sehr erlieUivh xurücictritt, sodafs wir in den 
Gl. (14) X und fi gegen wc und af streichen können. Gleichzeitig 
werden wir auch dfjdt gegen me und dcjdt gegen af streichen kfinnea, 
weil daa Verhältnis dieaev GrÖ['senpaiu-e der Gröfsen Ordnung nach aber- 
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iiitilB dureh den Wert a/a bestimmt wird. Die Gl. (14) vereinfachea 
sich auf Grund dieser VemachLüiBigimgeii zu 

A'=-<ö-c, M'= + öY, 
wofür wir auch nach GL (2), indem wir die Winkelablenkuiigen der 
Hauptaxeu einführen, Betreiben bonaeu: 
(15) A'=-(d'(^-C}i/, W= + ai\A~C)^. 

Diese Vereinfachung ist hier auf Grund einer sehr Bpezielleii An- 
nahme über den Massentninsport abgeleitet. Man Übersieht aber leicht, 
dafs auch bei allgemeinerem Ansatz, wenn man die X, Y, Z je durch 
eine Fouriersche Reihe gibt, auf deren erste Glieder wir uns oben 
beschränkt haben, ähnliche Schlüsse möglich sein werden, dafs nämlich 
auch dann bei den Gliedern von langer Periode (d. h. lang gegen die 
Periode der Erdumdrehung) der durch die Änderung der Massenvertei- 
lung bedingte, indirekte EinfluTs überwiegt, während bei den Gliedern 
von kurzer Periode (d. h. kurz gegen die Periode der freien Schwingung 
der Erdaxe) sowohl der direkte Einflufs auf den Impuls wie jener in- 
direkte Einflufs auf die Erddrehuug unbedeutend wird. Nur bei stofs- 
weisen Massen trän sporten dürfte der direkte Einflufs ausschlaggebend 
sein, wobei es allerdings zweifelhaft bleibt, ob solche Masseutrans- 
porte von bet räch tli eher Stärke in Wirklichkeit vorkommen. 

Setzen wir die Werte (15) in unsere Ditfereatialgleichungen (12) 
ein, 30 lauten dieselben: 

( ^ = 

- W(p-G)£). 



-ra(2-raTf), 



\dq 



Hier wollen wir noch neben den Koordinaten \, ij des Trägheitspoles 
die ebenso zu messenden Koordinaten des Rotati onspoles einführen, 
welche M, »' heifsen mögen. Die «, v sollen die RichtungskosLOua der 
Kotationsase gegen die Eoordinatenaxen X und 1' bedeuten, also 
gleich sein 7»/r bez. qjr, wofür wir auch hinreichend genau fijta bez. 
5/'g) nehmen können. Benutzen wir aufserdem wie in Gl. (8) {lir die 
hwingung der Erdaxe die Abkürzung ^, so 
tilgen : 



Frequenz der freien \ 
werden unsere Gleiehui 



(") 



■ + (!(«- S). 



Sie besagen einfach, ilafa der Hotationspol m jrdem Aiif/ciihlick'' um 
den Trälfitellspijl mit dir WinlrlffpurhivhidUih'it ß Hiiufcihi'ld trird. Der 
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Sinn der Drehung stimmt mit dem der Erddrebuug Ubereln; du 
KoordmatenBjstem ist so gewählt zu denken, dafa die positive X-Axal 
auf kilrzestem Wege in die positive Y-Aio durch die Erddrehangl 

über geführt wird. 

Zum Zwecke der Integratiou fasBen wir die Gl, (17) in die kom-l 
plexe Form zusammen: 



(18) 



iß({u + iv}-(i-i-in)) 



und nehmen an, dalB infolge von Maseentransporten der Trägheitspid'l 
eine elliptische Schwingung am seine mittlere Lc^e ausftthre. Will 
können dann für l + ttj ähnlich wie früher für A + tM den Aiisata| 
machen: 

(19) i + irj^a^'-' + a'c-"". 
Dem entspricht als zugehöriges partikuErea Int«gral von (18), welchwl 
die durch den KasseatraQsport erewungetw Schwingung des Rotations«! 
pols darstellt (von der freien, in der Periode 2x/ß = \4 Monat«o| 
erfolgenden Schwingung können wir absehen): 

[ M + tt> = b^"' + b'e-'-', 

y p— «' p+« 

Gl. (20) stellt ebenso wie (19) eine elliptische Schwingung dai 
Um die gegenseitige Lage und Oröfae beider Ellipsen bequem zu über- 
sehen, können wir die Koordiuatenrichtungen so gewählt denken, dafa'l 
sie mit den Hauptaxen der Ellipse (19) zusammenfallen. Dann sind a | 
und a und nach (20) auch b und b' reell. Nennen wir die Hauptai 
der beiden Ellipsen bez. k, k, R, K, so können wir statt (19) und (20)1 
Bchreiben: 

{W) 6 + ii) = A cosßf + ii sinai, A = o -f- a', k = a — a', 
(200 u^-iv = Hc.os(it^iKamai, H^b+b', K=b^h\ 
Man erkennt hieraus, dal's der Richtung nach die Hauptasen beider ■ 
Ellipsen zusammenfallen; was ihre Gröl'se betrifft, so ergiebt sich i 

(20) und der Definition der h, k,E,K: 



(21) 



fi-P 



JT-P 



Eh ist dabei zu beachten, dafs die H, K mit Vorzeichen zu rechneaf 
sind und dafa man auch der Gröfse A ev. das negative Vorzeichen bei-| 
zulegen bat, um erforderlichenfalls den richtigen Umlaufssinn AttM 
Trägheitspolee durch (19') zum Ausdruck zu bringen. Die UmkehmngJ 
der Gl. (21) liefert 



(22) 



-H^ 



; H. 
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Eb mögen zimächst einige Zahlen bei spiele und Figuren folgen. 
Wir nehmen dabei an, dars der fragliche Massentransport meteoralogi- 
Bchen Ursprungs sei, also die Periode eines Jahres habe. Als Periode 
der freien Schwingung sehen wir, um der Elastizität des Erdiörpers 
Rechnung zu tragen (vgl. p^. 713), die Ohandlersche an. Dann wird 
«/^ = 7/6. Der Trägheitspol möge eine geradlinige Schwingung 



also z.B. A = und i)=ftain«(. Äug (21) er- 



'Ak- 



-3^ft; 



- 2,8 k 



ausführen, 
giebt sich 

ff- 
und aus (20') 

I* = — 3,2 A C08k(, V = — 2,8 k ainat. 
Dieser Fall wird durch Fig. 107 a Teranschaulicht. Wir haben dabei 
L'ntaprechende, d. h. zu gleicher Zeit von dem Trt^heitspol und dem 
Rotationspol inne gehabte Punkte mit gleichen Zahlen bezeichnet. 

In Fig. 107 b ist hinsichtlich der Bahn des Trilgheitspoles an der 
Torigen Annahme festgehalten. Dagegen haben wir, wie es für einen 





absolut starren Erdkörper angemesBen wäre, als Periode der freien 
Schwingungen die Eulersche gewählt. Es wird dann a/ß = 5/6 und 



ff=^A = 2,7it, 
« = + 2,7icos«i, 



K^^k^3,^k, 
11= + 3,3 Ä sin«^. 



Beide Figuren 107 bringen die wiederholt hervorgehobene Reso- 
nonzwirknng zum Ausdruck, vermöge deren die Bewegung des Rotations- 
poles bei nicht sehr verschiedenen Perioden der freien und erzwungenen 
Schwingung wesentlich ausgiebiger wird, als die des Trägheitspoles. 
Dafs gicb in Fig. 107a der Rotationspol auf der entgegengesetzten, in 
Fig. 107 b auf derselben Seite wie der TrSgheitapol befindet (entgegen- 
gesetzte bez. gleiche Phase hat), entspricht einem allgemeinen Schwingunga- 
gesetz; entgegengesetzte Phase tritt stets im Falle a>ß, gleiche Phase 
im Falle a</l ein. Den Übergang zwischen beiden Ellipsen ver- 
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Mittelt der Fall < 



1 EUir 



. (9. Gl (21)) i 



Kreia 



HO nnaere 

von unendlich grorseni Itadius Übergeht. Im Falle « ~ (unendlich 
lange Periode, säkularer Massetitransport) artet die elliptische in eine 
geradlinige Schwingung aus, indem (vgl. (21)) H^O, K = h wird; 
der Itotationspol folgt dann genau der Bahn des Trägheitspoles. im 
Falle w rx) (unendlich rasche Schwingung) vermag der Itotatiouspol 
der Einwirkung des Massen transportes Ilberhaupt nicht zu folgen; es wird 
nach (21) H ^ K ^ 0. Denkt man sich in Fig. 107b die in eine (jerade 
ausgeartete Ellipse des Trägheitapoles durch eine kontinuierliche Folge 
von sich erweiternden Ellipsen, ku denen auch die in dieser Figur 
konstruierte Ellipse des Rotatiunspoles gehört, in den unendlichen Kreis 
übergeführt und in Fig. 107a diesen durch eine kontinuierliche Folge 
von sich verengernden Ellipsen, deren eine mit der in dieser Figur 
verzeichneten Ellipse übereinstimmt, in den Kooidinatenanfangspunkt 
zusammengezogen, so hat man das Gesamtbild der möghchen 
Hahnen des Rotationspoles bei beliebigen Werten des Verhältnisses a/ß 
vor sich. 

So übersichtlich liegen indessen die Verhältnisse nicht mehr, wenn 
wir die Bahn des Trägheitspoles selbst als elliptisch ansetzen, also der 
soeben betrachteten geradlinigen Schwingung eine zweite dazu senk- 
rechte und in der Phase gegen jene verschobene Schwingung hinzu- 
fügen. Dann kann es insbesondere vorkommen, dafs der Resonanz- 
effekt in gewisser Weise durch Interferenz verdeckt wird; die Mannig- 
faltigkeit der gegenseitigen Lt^en beider Ellipsen, die nach den Gl. (31) 
möglich sind, wird dann aufs erordentlich grofs. — 

Nach Erledigung der vorangestellten drei Probleme kommen wir 
nun auf die bei der Erde vorliegenden realen Verhäftnisse, insbesondere 
auf den im Anfang dieses Paragraphen besprochenen Luftmassentrans' 
port zurück. Wie Herr Spitaier auf Grund der Luftdruck karten (durch 
mechanische Quadratur über die Erdoberfläche) berechnet, wird durch 
den Lufttransport der Tnigheitspol abgelenkt 

im Januar um 0",U55 nach 100** westl. v. Gr. 
„ Juli „ 0",041 „ GK" östl. v. Gr. 
Der Trägheitspol schlägt also zu jenen beiden Zeitpunkten um an- 
nähernd gleiche Winkel nach annähernd entgegengesetzten Meridianen 
hin aus. Die Ausschläge für die Zeiten April und Oktober sind nicht 
berechnet, sondern nur geschätzt, sie erfolgen ungefähr nach den 
Meridianen 180* und 0" und sind vermutlich kleiner wie die vorher 
angegebenen. Der Trägheitapol hiuft also in der Richtung von Osten 
nach Westen d. h. im umgekehrten Sinne wie die Erdrotation. Die 
genauere Gestalt der Bahn lüfst sieh nach diesen Daten nicht fest 



i 
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stelleu and es ist daher auch nicht möglich, die zugehörige Bahn des 

Rotati onspoles zu beBtimmen, 

Dagegen ist der umgekehrte Weg gangbar. Nach pag. 682 kann 
die Polechwankung von jährlicher Periode als eine Ellipse von den 
Hauptaieu 0",104 und 0"044 beschrieben werden, deren grofse Axe 
nach dem Meridian 19° östl. v. Gr. gerichtet ist und die im Sinne der 
Erddrehung durchlaufen wird. Wir setzen daher fi^=0",104, Är=0",044 
und berechnen nach den Gl. (2jf) mit a/ß — 7/6: 
/i = 0",0ri3, k ^-0",077. 
Die hierdurch beBtimnite Ellipse wird (vermöge des Vorzeichens von k) 
im umgekehrten Sinne durchlaufen wie die vorige Ellipse; die Lage 
der grolsen und kleinen Axe ist die umgekehrte wie bei der vorigen 
EllipBe. 

In Fig. 108 ist die Ellipse des Kotationgpoles H, K nnd die theoretißeh 
hinzugehörige Ellipse des Trägheitspolea h, k verzeichnet. Zusammen- 
gehörige Stellen beider sind darch gleiche Monatshezeichnungen mar- 
kiert. Femer ist in der Figur die Lage 
des Tragheitspoles und sein Bew^fungs- 
sinn nach den Berechnungen von Spitaler 
filr die Zeiten Januar und Juli ein- 
getragen. Die betr. Punkte sind aU kleine 
Kreise kenntlich gemacht. Man erkennt 
aus der Figur, dais eine allgemeine 
Übereinstimmung zwischen diesen Punk- 
ten und den theoretisch bestimmten gleich- 
zeitigen Orten des Tragheitspoles wenig- 
stens der Oröl'sen Ordnung und dem Sinne 
nach vorhanden ist. Die thatsächlich *' 

bestehenden Unterschiede in ihren Lagen ^' 

können entweder durch unsere noch ziemlich vollsländige Unkenntnis 
der arktischen Luftdruck y er hältniase oder dadurch erklärt werden, dals 
aufser den Lufttransporten noch andere meteorologische Prozesse (Wasser- 
transporte etc.) die jährliche Bahn des Rotationspoles beeinflussen. 

AUeii in allem hat mau zu der Annahme guten Qrund, dafs es 
bei weiterer Anreicherung des Beobachtungsmaterials möglich sein 
wird, den jährlichen Bestandteil der Polschwankungen aus meteoro- 
logischen Masaentraneporten befriedigend zu erklären. 

Nicht so günstig stehen die Aussichten für die Erklärung des in 
Fig. 106 dargestellten Itestbetr^es von unperiodiaehen Po Isch wankungen. 
Säkulare Massen Veränderungen von einigermafaeu wahrscheinlichem Be- 
trage geben meist nur sehr kleine Einwirkungen auf den Trägheits- 
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uB«! den RotationBpol *). Aach macht die allgenieiae GeBtaltung voill 
Fig. 106, soweit wir derselben ßberhaiipt reale Bedeutting zusprechen I 
können, den Eindruck, als ob es sich bei den unperiodisclien Pol- I 
schwankmigmi mehr um kürzere Zeit anhaltende und dann im um-J 
gekehrten Sinne wirkende Stöningea handelt. I 

Störungen dieses Charakters würden sich in unserer obigen Bo-M 
Zeichnung als direkte Einfliisse auf den Impuls der Drehbewegung 
ergeben, wenn eine MaaBeuverschiebung auf der Erde ziemlich plötzlich 
eingeleitet wird und alsdann wieder zur Ruhe kommt, so daTs der 
Impuls der Massen Verschiebung erst erzeugt und nachher wieder ver- 
nichtet wird und die korrespondierende Impulsänderung der Erddrehung 
zuerst im einen und alsdann im entgegengesetzten Sinne stattfindet. 
Da wir indessen durchaus keinen Anhalt zu der Annahme haben, daft 
derartige Masaenverechiebungen von hinreichender Stärke auf der Erde 
möglich sind, so halten wir es für nutzlos, die soeben angedeutete 
Vorstellung weiter auszuführen. - 

Uinsichtlicb der allgemeinen analytischen Entwiokelungen diesmal 
Pari^raphen sei noch hervorgehoben, dafs die für die Behandlung des ■ 
Erdkörpers von variabler Massen Verteilung grundlegenden Gleichungen 
(3) unmittelbar aus unserer AuflaaauBg der Eulerachen Oleichnngen 
entspringen, auch für den Fall, wo die Koordiuatenaxen nicht Haupt- : 
axen des Erdkörpers sind oder bleiben. Unter Festbalten an den einmal | 
gewählten Koordinaten gelangten wir dann durch blul'ae Spezi alisierong | 
auf den besonderen vorliegenden Fall zu der einfachateu tileichunga- I 
form (17). In der Litteratur wird das Problem am eingehendsten von | 
G. H. Darwin**) behandelt. Darwin legt dabei als Koordinatenaxen ' 
nicht wie wir im Erdkörper feste Axen, sondern die im Erdkörper 
beweglichen jeweiligen Hauptaxen zu Grunde und kommt auf diese 
Weise ebenfalls zu den Endgleich ungen (17). Die der Fig. 107h xa 
Gmnde liegenden Rechnungen sind zuerst von R. Radau***) gegeben ■ 
worden, weshalb die Ellipse jeut-r Figur gelegentlich als Kadau'sche I 
Ellipse bezeichnet wird. Unter allgemeinereu Voraussetzungen disku- 
tiert F. R. Helmertf) den Zusammenbang zwischen der Ellipse des ' 
Trägheitapoles und dea Rotationspoles. 

Unsere Darstellung der Polschwanknngen würde aber unvollständig 1 
sein, wenn wir nicht neben den hinsichtlich des Rotationspoles centri- \ 

•) Vgl. Tisaerand, Möcanique Celeste IX, Cbap, 28, art. 208 und (Jbap. 30, art.218. I 
**) G, H, Darwin: On tbe inflnence of Oeologicol Changeg on the Earth'a | 
Ruttttion, London, Phil. Trans, 167 (1877), mit einem Anhang von Lord Kelv; 

***) R. Rad an, Comptea Rondus 111 (1890) und Bulletin Astiononiiquo 7(1600).. I 
t) F. R. Helmert, ÄBLrunom. Natbr 12C (1S91), Nr, .SOU 
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fitgalen Wirkungen der Mass entransp orte noch (gewisse centripelale, 
Tendenzen erwälmen würden, die durch Auftreten von Reibungseiu- 
flÜBsen veranlafst werden und die in gewisser Weise die Bewegung des 
Uotationspoles beruhigen und vereinfachen können, so wie jene die- 
selbe stören und komplizieren. 

Wir denken in erster Linie an die Reibung, welche IMie und 
Flut mit sich bringt und zwar zunächst die gewöhnliche durch Mond- 
oder Sonnentmziehung hervorgebrachte. Schon Immanuel Kant hat 
1754 das Vorhandensein einer solchen Reibung betont und hat daraus 
die Notwendigkeit einer säkularen Verlängerung des Stemtagea ab- 
geleitet. Wie diese Reibung im Einzelnen zustande kommt, brauchen 
wir hier nicht zu erörtern*); für unsere Zwecke genügt die folgende, 
etwas groteske Vorstellung: Auf der mit Wasser bedeckten Erdoberfläche 
sind an den diametralen Enden eines Durchmessers die beiden Flutbei^e 
augehäuft; die Erde rotiert unter ihnen fort, während die Flutberge selbst 
stillstehen bez. nach Mafsgahe der Mondbewegnng ihre Stelle verhältnis- 
mäfsig langsam verändern. Sie Übertragen durch die Viscosität des an 
der Erde haftenden Wassers dn Drehmoment auf diese, welches der 
Erddrehung entgegenwirkt. Wenn der Mond genau im augenblicklichen 
Äquator der Erde fest stünde und die Symmetrie der Fluthewegung durch 
die Kontinente uiebt gestört wäre, würde die Axe des Drehmomentes 
mit der augenblicklichen ßotationsaxe übereinstimmen und seine Gröfse 
der Gröfse dieser proportional sein. Die hierdurch gekennzeichnete 
denkbar einfachste Bestimmung des Drehmomentes der (""lutreibung 
wollen wir dann als annähernd und im Mittel allgemeingültig ansehen. 
Wir können etwa die beiden Flutberge mit den beiden Backen einer 
Eisenbahnbremse vei^leiehen, die sich au das rotierende Rad anlegen 
und dessen Umdrehung verlangsamen. 

Die weitere Verfolgung des Einflusses der Flutreibung ist hiei^ 
durch auf ein Kreiselproblem zurückgeführt, welches bereits in Kap. VII, 
§ 7 als Problem des Luftwiderstandes behandelt wurde: Ein sonst 
kräftefreier Kreisel steht unter dem Einflufs einer Drehkraft, deren 
Axe die augenblickliche Drehungaaxe ist und deren Gröfse der augen- 
blicklichen Rotation negativ proportional ist. Wir sahen, dal's bei 
einem solchen Kreisel die Rotation allmählich erlischt und dafs gleich- 
zeitig die Rotationaxe asymptotisch und spiralig mit der Axe des 
gröfsten Hauptträgheitsmomentes sich zu vereinigen strebt ^vgl. pag. 588 
und die Figur von p^. 589). Bei der Erde ist die Axe gröfaten 

•) Vgl. hieizn Kap. 18 and 17 des Werkes von G. II. Darwin, auch wiegen 
weiterer Litteratur, InabeHoodere sei noch auf die dort erörterten überraschenden 
koBmogoni Beben Wirkungen der Gezeitenreibung liiugewieBen. 
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Trägheitsmomentea die polare Hauptträgheitasze. Es könnte alao 
ach einen, dafs wir in dieeer Flutreibung eine die Pol Schwankungen 
ausgleichende und dämpfende Wirkung haben und dafs wir es dieser 
Wirkung verdanken, wenn trotz temporärer Störungen der Rotationspol 
im Mittel dem Trägheitspol erfabrungsgemäTs so nahe bleibt. 

Indessen lehrt eine Zahl enrech nun g, dafs diese Wirkung gänzlich 
zu vernachlässigen ist. Wir knüpfen dabei an Gl. (t) und (6) von 
pag. 51^7 und 588 an. In Gl. (ß) bedeutete ß den Winkel, deu die 
Bugenblick liehe Rotationsase mit der Axe gröfsteu Hauptträgheits- 
momeutes zur Zeit ( einschliefst, ß„ denselben Winkel zur Zeit / = 0. , 
Indem wir uns auf kleine Winkel ß, ßg beschränken, können wir ' 
61. (6) schreiben: 

Po 
wo 6 (mnd gleich 1/300) wie früher die Elliptizität der Erde be- . 
deutet. Ifach der angezogenen Gl. (1) ist andrerseits: 



Beide Gleichungen zusammengefafst ergehen 

Während also die Flutreibung eitie urapriinglidh vorhandene Ablenknng ] 
ßg der Rotationsaxe auf die Hälfte ihres Betrages reduziert (ß = - ßJ 
reduziert sie gleichzeitig die ursprünglich vorhandene Erdrotation i 
auf den Bruchteil 

(±)'-_2-«_J-.10-". 

ihrerselbst. Mit anderen Worten; Diu Erdrotaiioti müfsle vermöge der J 
Flutreämnff hcrmts so gut me voüstätidig sar Ruhe r/ekommen sein, ehe I 
die Hiüfte einer ursprünglich vftrhandcnai Ablenkung der Eotationsaxe 1 
ausgeglichen ist. In solcher Weise aufgefafst kommt also die Flut- l 
reibung für die Frage der Polschwankungen überhaupt nicht in Betracht 
(ebensowenig wie der Massentransport der gewohnlichen Mond- oder 
SonnenSut, vgl. pag. 714) und kann auch nicht (vgl pag. 593) zur 
Erklärung säkulawr Änderungen der Rotationsaxa, wie sie in der 
Geologie häufig postuliert worden sind, herangezogen werden. 

Indessen giebt es noch eine andere Axt Fluten und eine andere 1 
Art Flutreibung, weliibe in wirksamerer Weise den Rotationspol nach l 
dem Trilgheitspol zurHcklenken dürften, näinlich diejenigen Fluten, die 1 
durch die Polschwankungen selbst hervorgerufen werden (vgl. pag. 684, 
wo wir insbesondere den vierzehnmoiiatliuhen Bestandteil dieser Finten J 



§ H. Die PoUchvanktiiigeii t. Jähtl. Feriode, HaKaentiauBportc a. Flatreibnng. 727 

erwähnten). Auch diese Fluten werden mit Reibung verbunden eeio 
und zwar kann man sich vorstellen, dafe die Reibung hier der Änderung 
der liolaiionsaxe entgegenwirkt und dafs ihre Aie auf der Rotationsaxe 
senkrecht steht, während die Reibung bei der gewöhnlichen Mond- und 
Sanuenilut von der jeweiligen GrölBe der Rotation selbst abhängt und 
ihrer Aie nacli uiit der jeweiligen Rotätionaase z\isammenfäüt. 

Wollen wir uns von dem Zustandekommen dieser Hüten eine* 
möglichst einfache, wenn auch wieder etwas rohe Vorstellung bilden, 
so können wir folgendermalHen sagen: Die Li^e der Hutationsaxe im 
Erdkörper zu einer gewissen Zeit sei durch die Gröfsen p, q, r ge- 
geben; dieser Li^e entspricht, wenn von der Einwirkung der Konti- 
nente abgesehen wird, eine Anordnung der Wasserbedeckung, bei 
welcher letztere einen Flutgürtel um den zur Rotationsaxe senkrechten, 
angenblicklichen Äquator bildet. In einem folgenden Zeitpunkte sei 
die Lage der Rotationsaxe gegeben durch p + p'dt, q -f q'dt, r ■\- r'dt\ 
der Flutgürt«l legt sich jetzt um den nunmehrigen Äquator herum 
und ist gegen seine vorherige Lage gedreht. Wir führen ihn aus 
seiner ersten in seine zweit« L^e über, indem wir ihn um die gemein- 
same Senkrechte zur ersten und zweiten Lage der Rotationsaxe drehen 
und zwar durch einen Winkel, welcher dem Äblenknugswiukel der Rota- 
tionsaxe gleich ist. Die Flutreibung wirkt dieser Drehung entgegen; 
wir nehmen der Einfachheit wegen an, dafs das Moment der Fint- 
reibung um dieselbe Axe wirkt, wie diese Drehung erfolgt, und der 
Gröfse der Drehungsgeschwindigkeit proportional ist. Die Axe der 
Flutreibung berechnet sich dann durch die Unterdeterminanten des 
folgenden Schemas: 



iP 3 >■ I 
Die Komposenten der Flutreibung werden daher den folgenden Aus- 
drücken proportional 

qr'-rq, rp'-pr, pq'-qp- 

Berücksichtigen wir, dafa die Gröfsen p,q,p',q',r' klein sind und dafs 
r näherungs weise gleich a ist, so kÖimen wir unter Vernachlässigung 
kleiner Gröfsen zweiter Ordnung dafür schreiben: 

— aq', top', 0. 

Mit Benutzung eines positiven Proportionalitätsfaktors A setzen wir 
dementsprechend die Komponenten der Flutreihung den folgenden 
Gröfsen gleich 

— XAq, + lAp', 0. 
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In der That erkennt man leicht, daTs durch diesen Ansatz den üben 
über Gröfse, Axe und Sinn des FlutreibiingBmomeiitea gemachten Ver- 
abredungen entsprochen wird, falls die Drehgeach windigkeit der Erde 
a als positiv gerechnet wird, die Koordinatenaxen also die auf pag. 720 , 
angegebene Lage haben. Das Trägheitsmoment A wurde den Tor- 1 
etehenden Ausdrücken als Faktor hinzugefügt, damit die Grofse X der f 
Dimension nach eine reine Zahl vorstellt, was für das Folgende be- f 
quem ist. 

Um den EinäuTs dieser FlutTeibung auf die Folschwankungen zu 
bestimmen, gehen wir auf die Eulerschen Gleichungen zurück, denen 
wir rechterhand die soebeu bestirnrntt^n Komponenten der Flutreibm^ 
binzufßgen. Die Gleichimg für die Kompoueute r wird dadurch in 
erster Näherung nicht abgeändert. Diese Komponente können wir daher 
auch mit Rücksicht auf die Flutreibung als konstant ansehen und 
gleich Qj setzen; mit anderen Worten: die Länge des Sterutages wird 
durch die jetzt in Rede stehenden Fluten innerhalb der von uns fest- 
gehaltenen Genauigkeitsgrenze nicht verlängert. Die Eulerschen Glei- 
chungen für die Komponenten p und q des Drehungsvektors lauten, 
wenn wir von der Störung der Bewegung dui-ch Massentransporte ab- 
sehen und nur die freien Schwingimgen der Erdaie betrachten: 

Ap' = {A — C}mfi — lAq', 

Aq ^{C — A)taq-\- XAp' . \ 

Wir fassen sie zum Zweck der Integration in der Öfters beschriebenen 
Weise in die eine komplexe Gleichung zusammen: 

A(p -{'iq') = (C-A)ia{p + iq) + iXA(j>' + iq), 
wofür wir mit EiofUlirung der Blliptizität b auch schreiben können: 

{l-ii.)(p' + iq')^iim(pi-iq). 
Die Zahl l wird jedenfalls klein gegen 1 sein, da im anderen Falle 
periodische Polschwankungen überhaupt nicht zustande kommen könnten. 
Daher können wir ohne merkliehen Fehler die Gleichung auch so 
umformen: 

'^i-.i^i + a) 

und folgender mafsen integrieren: 

a ist die Integrationskonstante, welche von der Anfangslage der Erdaxe, , 
d. h. den der Betrachtung vorausgegangenen Störungen abhängt. 

Von hier aus ergeben sich folgende Schlüsse: Die Reibung läfsi 
die Periode der Polschwankimgen ungeändert (ungeändert bis auf GrÖlsen 
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zweiter Ordnimg); ihre Frequenz wird auch jetzt durch das Produkt sa 
bestiramt; dagegen eracheiuen die Schwingiingeii Jetzt vemiSge der Rei- 
bung gedämpft. Der Dämpfungsfaktor betrat für die Dauer einer freien 
Schwingung nach der vorstehenden Formel e~^"^. Vermöge dieser 
Dämpfung wird ersichtlich der Rotationspol dem Trägheitspole ge- 
nähert; auch ist es klai', dafs hierdurch der früher hervorgehobene 
Resonauzeffekt gemildert wird, aodal'a beim Zusammenfallen der freien 
und erzwungenen Schwingungen die Amplitude des Rotationspoles nicht 
mehr unendlich wird, sondern eine durch den Wert des Dämpfungs- 
faktors bestimmte endliche Gröfae annimmt. 

Üher die zahlenmafsige Gröfse dieser Dämpfung, insbesondere der 
Dämpfungskonstanten A, sind wir leider zuimchst völlig im Unklaren. 
Da wir schon über die GrÖfse der fraglichen Fluten {vgl. pag. 7Üö) 
theoretisch nichts auszust^en vermochten, wird es noch weniger möglich 
sein, die Grofse ihrer Reib unga Wirkung zahlenmäfsig abzuseUltzen. 

Wir wollen noch bemerken, dafs sehr wahrscheinlich auch die 
im vorigen Paragraphen besprochenen Deformationen des Erdkörpers 
mit Energieverlusten verbunden sind und daher ebenfalls einen Beitrag 
zur Dämpfung der freien Schwingungen liefern werden. Wenigstens 
ist uns kein elastischer Körper bekannt, in welchem einmal erregte 
Deform ationsschwingungen nicht alsbald abstürben; wir schieben diesen 
Umstand auf das Auftreten innerer Reibungs Vorgänge oder elastischer 
Nachwirkungen. Es wäre ouu höchst unphjsikalisch, anzunehmen, 
dafs dies hei dem Erdkörper anders sein soUte. Infolgedessen scheint 
es angemessen, neben der Flutreibung auch die innere Reibung des 
Erdkörpers bei seinen früher beschriebenen Formänderungen als eine 
mögliche Dämpfungsnrsache der Pol seh wankungen ins Äuge zu fassen. 

Bisher hat man bei der rechnerischen Behandlung der Polschwan- 
kungen die dämpfende Wirkung der verschiedenen möglichen Energie- 
verluate, die ja in analogen Fällen bei eoJistigen mechanischen Problemen 
mit Recht berücksichtigt wird*}, wohl stets vernachläasigt, indem man 
die Polbahn durch eine nach reinen, ungedämpften trigonometrischen 
Funktionen der Zeit fortschreitende Fourier'sche Reihe darstellte (vgl. 
die Citate auf Oiandler pag. 673 und van de. Sande BaUhuyzcn pag. 682). 
Auch unsere graphische Reduktion der Polbahnen in § 6 dieses Kapitels 
fufste auf dieser Annahme und würde zu modifizieren sein, wenn wir 
die Dämpfung berücksichtigen bez. wenn wir aus der thatsächlich be- 
obachteten Polbahn aufser den verschiedenen in der Polbahn versteckten 



•) Vgl. z.B. Routh, Dyn*nuk startet Körper, Bd. n (deutsche Au egabe Leipzig 
18S8) Kap. Vn § 331—333. 
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Perioden auch die öröfte ihrer DampfHingea ermitteln wollen. Da eine I 
theoretische Voräuaberechnung der D&mpfun)i;Bkonatante k ziemlich ans- I 
sichteloa erscheint, so aollte man vielleicht versuchen, in der saehen f 
angedeuteten Weise aus den Polschwankungen selbst darüber AufschluilB 1 
zu erhalten 

Natllrlich ist die oben zu Grunde gelegte ViirstKlIiing über | 
die Wirkung der Polschwanknngsäuten eine recht iiUialisierte; 
des Einflusses der Kontinente auf die Flutbewegung werden die ] 
VerhältniHse in Wirklichkeit viel komplizierter liegen. Es wird d*- 
ber erwünscht sein, ohne spezielle Anniihmen zuzulassen, durch eine 
ganz allgemeine Betrachtung, die auch den Fall der Deformationa- 
reibung im Innern des Erdkörpers lunfulst, die Wirkung irgend welcher J 
enei^ieverzehrender Umstände wenigstens ihrem Sinne noch zu be*l 
stimmen. 

Bei den Polscbwonktuigen und den durch sie erzeugten Flutenl 
und Deformationen sowie der zugphjirigen Flutreibung und Deformationa- 1 
reibung kommen nur innere Kräfte ins Spiel , die den OesamtimpuU I 
des Massensystema, das wir Erde nennen, ungeändort lassen (im Gegen- ' 
satz zu der vorher betrachteten Flutreibung, die durch die äufseren I 
Kräfte von Sonnen- und Mondanziehung hervorgebracht wird). För J 
die Komponenten des Gesamtimpubes gilt daher die Gleichung 

L» + Jtf* 4- A^ - const., 

die wir als Gleichung einer Kugel deuten können. Andrerseits wird \ 

die lebendige Kraft des Systems durch die Reibung vermindert, indei 

ein Teil derselben in Wärme umgesetzt wird. Wenn wir uns gestatten, ] 

den Augdruck der lebendigen Kraft eines starren j 

Kreisels auf unser in sich bewegliches Sjstem [ 

zu ttbertr^en, so können wir schreiben 

A~ -^ c-^^' 

—li und können diese Gleichung in den Koordinaten 
L, M, N fiir jeden Wert von T als ein Ro- 
tationsellipsoid deuten. Und zwar handelt es 
sich um ein verlängertes Rotationsellipsoid 
' (wegen C> A), welches, indem os sich selbst 

ähnlich bleibt, sich allmählich zusammenzieht 
(wegen der allmählichen Abnahme von T). Auf der Schnittkurve beider 
Flächen (Kugel und Ellipsoid) niufs der Endpunkt dos Impnlsvektors 
L, M, N liegen; diese Schnittkurve zieht sich »her bei der allmählichen 
Verkleinerung unseres EDipsoidea auf einen Punkt der A'-Axe zusammen 
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(vgl. Fig. If9); der Iinpulsvektor und zugleich mit ihm die Rotatinns- 
aie geht dahei in die polare Hauptträgheitsaxe , der Bewegungsauatand 
also in die einiacho gleichförmige »Umdrehung tim diese Aie über. 

Insoweit als diese Überlegung auf den Fall der Flutreibung oder 
auf andere dieGipative £iuflÜ8Be anwendbar ist, dürfen wir behaupten, 
dai's solche Einflüsee irgendwie erzeugte Störungen des einfachsten 
Bewegungszustaudes der Erde ausgleichen und die Lage des IlotatioDB- 
poles auf der Erdoberfläche stabilieren werden. 



§ E). Der Naohweis der Erdrotation dnroh die Kreiselwirkung. 
FoQoaulta GTTOskop und Gilberts Barogyroskop. 

Nachdem Leou Foucault im Jahre 1851 seinen glänzenden 
Pendelversuch zum Nachweis der Erdrotation durchgeführt hatte, unter- 
nahm er es im folgenden Jahre, demselben Zweck die Kreisel Wirkungen 
dienlich zu niacben. £r benntzte einen Kreisel im Cardanischen Ge- 
hänge (vgl. z. B. die schematische Figur 2 von pag. 2), dessen einzelne 
Teile: Schwungring, innerer und äufserer Ring, mit gröfster Soi^alt 
so justiert waren, dafs der Schnittpunkt ihrer Drehaxen zugleich 
Schwerpunkt jedes dieser Teile war. Foucaults Versuchsanordnung 
war eine doppelte: das eine Mal*) liels er dem Kreisel seine drä 
Freiiieitsgrade , indem er den äufseren Ring um eine vertikale Axe in 
Spitzen drehbar macht*. Diese Spitzen dienten dabei nicht sowohl zum 
Tragen des Kreisele, als zur Verhinderung seitlicher Bewegungen; ge- 
tragen wurde das Gewicht des Kreisels vielmehr durch einen torsions- 
losen Faden, an dem der äufsere Ring aufgehängt war. Der innere 
Ring nihte mittels Schneiden auf gewissen Äuflagerflächen des äufseren 
Ringes. Das andere Mal**! stellte er den inneren Ring gegen den 
äufseren fest, operierte also mit einem Kreisel von nur mehr zwei Frei- 
lieiUtfradeti, welcher vermöge seiner Verbindung mit der Erde in ge- 
wisser Weise gefflhrt wird. 

Im Falle des Kreisels von drei Freiheitsgraden bleibt nach Foncanlt 
bei starker Rotation des Schwungringes die umprüngUcke Üichbrng 
seiner Axe im absolnien Baume fest, oder, anders ausgedrückt, weist 
diese Axe beständig nach demsfJhen Punkte des Fixstemkimm^ls. Von 
der Erde aus gesehen bewegt sich also jeder ihrer Punkte parallel der 



') Sur nne noavelle dt^monntration eip<!riinentale du monvement de la Terre, 
Coni|ite8 Rendues Bd. 35, Paris ISßS, pag. 421. 

**) Snr leti pht^nom^nea d'oriontation des corpa toiimant« entrain^B par une 
axe fixe ä la snrlace de |a Terte — Nonveani signeg BCDsilileB du mouvcmeiit diiirne, 
1. c pag. 684. 
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liiefatiuig des Äquators. Geometrische Betrachtiiiigen der etnfachiitea' 
Art zeigen V(jn hier aus die Richtigkeit der tolgeuden Angaben: 

Weist die Axe zu Beginn des VftrsucheB nach dem Zenith, so bildet 
sie nach der Beobachtungszeit Af den Winkel w cos9>Ä/ (o = Winkel- 
geschwindigkeit der Erdumdrehung, ip = geographische Breite) mit der 
Lotlinie, weil in der gleichen Zeit das ursprüngliche Zenith diesen 
Bogen um den Pol des Himmels beschreibt. Liegt ondrerseit« die Axe 
des SchwTingringes ursprünglich horizontal und in der Richtimg des 
Meridians, so bleibt sie fUr eine hinreichend kurze Beobachtungszeit 
horizontal und bildet nach der Zeit At den Winkel tosin^A^ mit 
dem Meridian, weil ein Stern am Horizont unter dem Meridian dei 
Polabstand tp (oder it — tp) besitzt und während der Zeit Ai ein» 
Bogen t» ein ipAt vuu horizontaler Richtung beschreibt. Derselbe A' 
druck m eiaipAt, der (Ibrigens auch bei dem Foucaultschen Pendi 
versuch auftritt, gilt auch filr die Horizontalkoraponente der Winkel- 
ünderung bei beliebiger hori?:ontaler AnfangBlage der Schwungringaxe. 
Fragen wir uns nämlich nach der scheinbaren Bewegung eines Sternes 
im Horizont bei beliebigem Azimuth, so besteht dieselbe aus einer 
Drehung a um die Polaraxe, die wir uns in eine Drehung ca sin tp um 
die Lotlinie und eine Drehung ca cos <p um den Meridian zerlegen 
können. Die erstere Komponente liefert die Horizontalbewegung des 
Sternes, welche während der Beobachtungszeit At also asinipAt be- 
tragen wird; die letztere Komponente giebt die Höhenänderung des 
Sternes. Die erstere Komponente und also auch die Horizontalkom] 
nente der Bewegung der Kreiselase ist hiemach von dem Azimuth 
Anfangsstellung unabhängig. 

An letzteren Umstand knüpft die Versuchsanordnung von Foucai 
an. Man belichte, dafs bei horizontaler Anfangslage die Bew< 
der Kreise laxe durch das Car dänische Qe hänge von selbst in ihre 
zwei Komponenten zerlegt wird, dafs nämlich die Bewegung des 
iiuraeren Ringes die horizontale Komponente der Bewegung der Kreisel- 
ase wiedergiebt, wahrend sich die Bewegung des inneren Riuges allein 
durch die Höhenänderung der Kreiselaxe bestimmt. FoucauH beobachtet 
daher unter dem Mikroskop den äuTseren Ring, dessen Verdrehung 
gleich aainipAt sein soll. Als gröfstmöglichen Wert der Beobachtungs- 
dauer giebt Foucault 8 bis 10 Minuten an. Berechnen wir also mit 
Ai = 8 Min. und tp = 49" (ungefähre Breite von Paris) 
wartende Ablenkung, so orgiebt sich in Gradmafs: 



des 
leit^l 

m 



D Bm9> Af = 



l 0,75 - 1",5. 
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Diese ziemlich beträchtliche Verdrehung miiTBte eich zumal unter dem 
Mikroskop mit grofser Sicherheit featstellen lassen. 

Hiermit contrastiert einigemiaTseii der Umstand, daTs Foaeaolt nnr 
von dem Sinn der Verdrehung spricht, der sich bei seinen Versuchen 
richtig, also dem Sinne der Erdrotation entgegengesetzt ergab, dafs er 
dagegen Zahlenwerte aus seinen Beobachtungen nicht mitteilt. Wir 
wissen nicht, wie weit diese mit den theoretischen Werten gestimmt 
haben. Solange aber die quantitative Übereinstimmung nicht nach- 
gewiesen ist oder solange die Fehlerquellen, welche die Nichtüber- 
einstimmung bewirken, unbekannt sind, können die Versuche kaum als 
unwiderleglicher Beweis der Erdrotation angesprochen werden; ea kömite 
ja sein, dafs im vorliegenden Falle die Fehlerquellen die Äblenknng des 
Ringes stärker beeinflussen wie die Erdrotation selbst und dafs der 
richtige Sinn des Resnltates nur scheinbar durch zufällige Gruppierung 
der verschiedenen Fehler hergestellt wird. 

Ab Fehlerijuellen kommen hier namentlich eine nicht genaue Cen- 
trierung des Apparates und die Reibong in den verschiedenen Lagern 
in Betracht. Wohl ist der Foucaultsche und GaufsiBche Pendidversuch 
von Kamerlingh-Onnea*) in musterhafter Weise nach der quantita- 
tiven Seite hin auf alle Fehlerquellen durchgeprüft worden; für den 
Foucaultachen Kreiselversuch dagegen scheint eine solche Prüfung nie 
unternommen zu sein. 

Die grofae historische Bedeutung dea Foucaultscheu Kreisel versuch es 
acheint uns daher weniger in dem Nachweis der Erdrotation selbst als 
darin zu liegen, dafa durch diesen Versuch die allgemeine Aufmerk- 
samkeit auf die Kreisel Wirkungen gelenkt wurde und dafs die Kenntnis 
der Kreisel Wirkungen durch die geniale, von der Formel losgelöste Un- 
mittelbarkeil der Foucaultachen Äuffaasung wesentlich gefördert wurde. 

Bevor wir die Theorie dieses Versuches kritisch beleuchten, wollen 
wir zunächst Näheres über die zweit« Versuchaanordnuug von Foueault, 
über den Kreisd von zwei Freiheitsgraden, berichten. Die Äxe des 
Schwungringea bleibt jetzt nicht mehr im Räume fest; vielmehr strebt 
dieselbe nadt Foueault sich der Axe der Erddrehmg soweit parallel iti 
stellen, als es die besonderen Umstände des Yersudies erlatäten. Foueault 
spricht daher von der Tetidenz der Drehaxen zum ParaUclismus**), indem 
er unter Parallelismus der Axen nicht nur das Zusammenfallen der 
Äienrichtungen, sondern gleichzeitig das Übereinstimmen des Dreh- 



•) DiflBertationOroniiigenl87B. Nieuvebewijien voorde aswentolingder aarde. 
**) Snr la teudance des rotations an puBlI^ame. Comptes Bendnea 1. c. 
pag. 003. 
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sümea um die Axen versteht — man könnte genauer sagen: ! 
SMtn gieklisinnigen oder homologen Paraüelismus. 

Etwa gleichzeitig mit Foucault hat Q. Site*) dasselbe 
zum Gegenstand einer Mitteilung an die Pariser Akademie gema< 
auf den Nachweis der Erdrotation angewandt, ohne selbst Versuche 
auszuführen. Die theoretischen Überlegungen von Sire, durch welche 
dtcses Gesetz gestutzt wird, sind indessen nicht einwandfrei, da «e 
an einer gewissen Vieldeutigkeit des Wortes Axe leiden (Pignren- 
axe, llotationsaxe, Impulsaxe). Etwas Ähuliches lüfet sich wohl auch 
gegen die glänzend gescliriebenen Ausführungen Foucault. 
allerdings beabsichtigen dieselben bei ihrer Kürze mehr beschreibender 
als beweisender Natur zu sein. (Vgl. hierzu unsere Kritik der popn- 
lären Kreisellitteratur in Kap. V, § 3 unter 2). 

Foucault untersucht auf Grund des genannten Gesetzes das Vi 
halten der Schwungringaxe in den beiden besonderen Fällen, wo 
Schwungringaxe entweder nur in der Horizontal ebene, oder nur 
der Vertikalebene durch den Meridian des Beobachtungsortes frei 
weglich ist. Man erreicht dieses, indem man beidemal den inneren 
Hing unter einem rechten Winkel gegen den ätifseren festklemmt and 
die Drehaxe des aufseren Ringes im ersten Falle in die Lotlinie, im 
zweiten Falle senkrecht gegen die Meridiauebene des Beobachtung^ 
Ortes stellt. 

Im ersten Falle, wo die Axe des Schwungringes die Hortzoni 
ebene nicht verlassen kann, ist ein wirklicher Parallelismus zwischfla] 
ihr und der Erdaze nicht möglich: die Axe des Schwungringes strebti 
alsdann derjenigen Ilichtung zu, welche den kleinsten Winkel mit 
Erdaxe bildet, d. i. der Richtung des Meridianes. Und zwar wird die- 
jenige Seite der Axe, von der aus gesehen der Schwungriug entgegen 
dem Uhrzeigersinne rotiert, nach Norden' weisen, weil die Erde um 
den Nordpol in dem gleichen Sinne rotiert. Unsetre Itorissonttd betvegliclir 
Sckwuvgringaxe verhält sich also ähnlich wie dit- Magnetnadel im Dekli- 
nationskompafs (natürlich mit ilem Unterschiede, dal's im Foucaultschen 
Versuch der astronomische Meridian an die Stelle des magnetischen 
tritt). Im Anschlufs an diese Analogie können wir diejenige Seite der 
Axe, von der aus gesehen die äcbwongringumdrehung umgekehrt 
die Ubrzei gerbe wegung erfolgt, als Nordpol des Schwungringes, 
umgekehrte Seite als Süäpiil bezeichnen. 

Im anderen Falle, wo die Axe des Schwungriuges in der Meridii 
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*) Eine Bp&tece VerOffeutlicbang 
aDiverselle du Oen^ve, Arob. d. sciecc 



FOD äire findet uicb in der BibUolbiq 

pbya et natur Bd 1 (tH6S; pttg, lOB. 
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ebene beweglich ist, wird der genaue PoralleiismuB dieser Äxe mit 
der Erdaxe nicht nur angestrebt, Bondem anch (bei hiureichend lang 
anhaltender Sehwimgringnmdrehung) erreicht. Die Axe des Srhwung- 
ringes bewegt sich, wenn sie etwa anfange horizontal stand, in solcher 
Weise, dafa auf der nördlichen Halbkugel ihr „Nordpol" aus der 
Horizontalebene nach oben hin heraustritt und daTs sich die Ver- 
bindungslinie Süd-Nordpol des Schwnngringes mit der Verbindungs- 
linie Sud-Nordpol der Erde gleichsinnig parallel richtet. Unnere in 
der Meridianebene bew&flic/ie Schwungringaxe kann also mit der Magnet- 
nadd in einem Inklinationskompafs verglichen werden (natürhcb abermals 
mit dem Unterschiede, dafs an die Stelle der auf der Erdoberfläche 
bekanntlich recht unregelniäfsig verlaufenden Linien gleicher Inklination 
hier die genauen geographischen Breitengrade treten würden). Dabei 
besteht aber der wesentliche Unterschied, dafs sich der „Nordp/A" des 
Sehtcutiffringes auf der nürdlicJien Halbkugel liebt, während sicli rfec der 
Inklinationsnadel senkt. 

Theoretisch liegt abo, wie Poucault betont, die Möglichkeit vor, 
ohne astronomiscbe oder magnetische Beobachtungen sowohl die Lage 
des Meridians wie nach Bestimmung desselben die Lage der Weltaxe 
für einen behebigeu Ort aus blofsen Krei selbe obacb tu ngen abxuleiten. 
Man könnte daran denken, in der Tiefe eines Bergwerks von dieser 
Möglichkeit Nutzen zu ziehen. 

Es ist selbstverständlich, dafs die Einstellung der Ereiselaxe in 
den Meridian bez. in die Richtung der Weltase nicht aperiodisch, 
sondern osciLUtorisch vor sich geben muTs. Die Drehkraft, welche 
z. B. die horizontal bewegliche Kreiselaxe dem Meridian zuführt, er- 
zeugt eine gewisse Drehbeachleunigung und Dreh gesch windigkeit um 
die vertikale Äse. Während nun bei meridionaler Lage der Kreiselaxe 
die Drebkraft verschwindet, so verschwindet darum nicht gleichzeitig 
die Geschwindigkeit. Diese führt die Kreiselaxe vielmehr über die 
Gleichgewichtslage hinaus, worauf die Kichtkraft ihren Sinn umkehrt 
und zuerst verlangsamend, dann im umgekehrten Sinne beschleunigend 
wirkt. Die Kreiselaxe raufs also um den Meridian herumpendeln — 
ebenfalls in Analogie mit der Magnetnadel. Steht die Kreiselaxe an- 
fänglich im Meridian, aber so dafs ihr „Nordpol" nach Süden weist, 
so ist auch diese Lage an sich eine Gleichgewichtslage, weil die auf 
die Kreiselaxe wirkende Drehkraft verschwindet, aber ersichtlich eine 
instabile: bei einer kleineu Abweichung von dieser Lage strelit die Dreh- 
kraft die Abweichung zu vergiorsern und das Nordende der Axe nach 
Norden überzudreben. 

Foucault verwahrt sieb dagegen, dafs auf dem beschriebenen Wege 
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die Lage des Meridians oder die Stellung der Weltaxe im Räume 
reichend genau bestimmt werden könnte. Wie es scheint, hat Foucatilt 
auch die zuletzt genannten Yeranche nielir auf ihre allgemeine Möglich- 
keit wie auf Üire exakte Durchführbarkeit hin geprüft. — 

Wir erwähnen noch, dafs Foucanit im Anaclilnfs an seine VersucliA-l 
das jetzt vielfach gebräuchliche Wort Gyroskop geprägt hat. Diem* 
drückt in schlt^ender Weise das Resultat der X'oucauttscben Versuche 
aus, dafs nämlich der Kreisel ein Mi'lM ist, um torhatuiene Dreii- 
hew&fungm (oder Gjrationen) hmntUch zu ntachen, ähnlich wie das 
Elektroskop ein Hülfsniittel bezeichnet, das Vorhandenseb elektrischer 
Ladungen sichtbar zu machen. Würde es gelingen, auch die Gröfse 
einer vorhandenen Drehbewegung durch quantitative Messung der 
Kreiselbewegungen festzustellen, so dürfte man dem Kreisel sogar die 
weitergehende Bezeichnung eines „Gyroraeters" beilegen. 

Dagegen scheint es uns unzweckmäfsig, die Bezeichnung Gyroskop 
7,n verallgemeinem und als gleichbedeutend mit dem Worte Kreisel zu 
gebrauchen, was in der Litteratur häufig geschehen ist. In der That 
bringt doch die Bezeichnung Gyroskop nur eine besondere Anwendung 
des nach den verschiedensten Seiten hin interessanten und wichtigCFii 
Kreisel begriffes zum Ausdruck und es liegt kein Gmnd vor, die cha- 
rakteristische Bezeichnung Kreisel (turha, loupie. tO))) zu verlassen. 

Wir haben nun die Theorie der Foucaultschen Versuche, zuni 
desjenigen mit dem Kreisel von drei Freiheitsgraden, zu vertiefe 
Dabei liegt es uns fem, diesen Versuch mit ausgedehnten analytiscl 
Entwickelungeti aus der Theorie der Relativbewegungen begleiten 
wollen, wie sie thatsächlich angestellt worden sind, Entwickelungen' 
deren Endresultat nach den ihnen zu Grunde liegenden Voraussetzungen 
Bchlieralicli kein anderes sein kann, als die Bestätigung der Foucaultschen 
Angabe, wonach die Kreiselaxe ihre Lage im absoluten Räume im Weseut- 
Itchen beibehält. Die Schwierigkeit und Unübersichtlichkeit der fraglichsa 
Entwickelungen hat nur darin ihren Grund, dafs in ihnen nicht konsequeni 
vernachlässigt wird, dafs nämlich das Gyroskop nicht durchweg als 
schwindend klein gegen die Erde oder seine TJmdrehungsgeschwindq 




*) Ea haodelt sicli n. Ä. um Arbeiten vod <juet (Lioavilles Journal Bd. 
{18G3)}, Lottner (Cretles Journal Bd. 51 11867», Bour (T..iouville8 Jonnial (2) 
Bd. 8 (1668)). ZueauunengeRtellt bei Oilbert: E)tude hiatoriqne et critiqne sur 
le probltime de la rotatiun (aua Annalea de la Sociätä Scientiüque de BnucellM 
Üd. a (1878)). Wir nennen lerner die grofte Arbeit von Gilbert: Memoire aui 
I'applieation de la mätbode de Lagrange ä divera problbmea du mouvement relatif 
(Ebenda Bd. ß und I 1881— 188S) und dae Werk von Bndde: Allgemeine Ufi- 
cbiiaik der Pnukte und Htarren Systeme (Berlin 1830. IBSl. Bd. a Nr, 294). 
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keit nicht durchweg als unendlich grofs gegen die Erdumdrehung 
TorauBgesetzt wird. Wir verweisen dioserhalb auf die xutreffende Kritik 
von E. Gnyou*), der wir nor noch hinzufügen möchten, dafs mau mit 
demselben ungeheuren Grade der Annäherung, mit dem man die Ge- 
schwindigkeit der Erdumdrehung gogeu die der Kreieelrotation ver- 
nachlässigt, auch die Trägheits Wirkung des äuTaeren und inneren Ringes 
gegen die des Schwangringes vernachlässigen darf, worauf wir unten 
zurückkommen werden. 

Zunächst wollen wir ansdrücklich verabreden, dafa es erlaubt sei, 
den äurseren und inneren Ring als massdos zu betrachten und von 
Heibungswirkungen abstiseben. Dann haben wir allein von dem Schwung- 
ringe zu sprechen. Dieser ist um seinen Schwerpunkt frei beweglich 
und von Kräften frei, da die Schwerkraft als im StOtzpunkte angreifend 
nicht in Betracht kommt. Die Bewegung des Schvmngringes besteht 
daher allgemein gesprochen in einer regulären Präcesslon relativ zum 
absoluten Räume. Die au der Erddrehuug teilnehmende Schwerpunkts- 
bewegung beeinflufst diese Drehbewegung in keiner Weise. Denn Be- 
wegung des Schwerpunktes und Drohung um den Schwerpunkt sind 
wie bekannt zwei Vorgänge, die sich beim Fehlen äofserer Kräfte glatt 
superponieren, ohne sich irgendwie zu stören. 

Dies würde auch dann noch gelten, wenn die Schwerpuukts- 
beweguug nicht eine nahezu gleichform ig -geradlinige wäre, wie sie es 
bei der Erddrehnng für den Zeitraum einiger Minuten thatsächlich ist, 
sondern wenn der Schwerpiinki in wiUhürlichir Welse und in beliebigen 
scharfen Krümmungen geführt würde. Ja es würde nicht nur gelten t^r 
den schnell rotierenden, sondern ebensogut für den nicfit angedrehten 
Scbwungring, immer unter der Voraussetzung der Reibuugslosigkeit 
der Führungen und der Uassenlosigkeit der Ringe. In der That ist die 
kräftefreie Bewegung des symmetriBchen Kreisels bei beliebiger Grölse 
der Eigenrotation eine reguläre Präcession; von der gröfseren oder ge- 
ringeren Eigenrotation, die wir dem Kreisel erteilen, hängt es lediglich 
ab, ob der entstehende Präcessionskegel bei gegebenem seitlichen An- 
stofs eine geringere oder gröfsere Winkelöffiiung erhält. Wäre es zu 
erreichen, dafs die Äxe des Schwui^ringes zu B^inn des Versuches 
momentan im absoluten Räume genau stillsteht, so würde sie ihre Lage 
gegen den absoluten Raum genau beibehalten, der Öffnungawinkel des 
Präcessionskegels wäre und bliebe dann genau gleich Null, ganz unab- 
hängig davon, ob der Schwungring um seine Axe rotiert oder nicht. 



*) Sur ane solatioa ^^mentaire dn probl&me du gjroaoope de Foacaolt. 
Compte« Rendnes Bd. lOfl, Parii 188B, pag. 1143. 

KliiD-SDmm>rt*ld, EniHlbamgang 17 
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und ob der Schwerpunkt dea Apparates bewegt wird oder nicht; deimfl 
aachdeni wir die Reibung wegdeßniert haben, giebt es nicbta, was die f 
einmal ruhende Schwungriugaxe in Bewegung setzen könnte. Wir I 
hätten hier also die von Foucault behauptete Stabilierung der Kreisel- 1 
ase im Itauoie ohne das von Foucault hierfür als unerlalslich tmg^J 
Behene Mittel einer hohen Eigem'otatioa. 

Allerdings ist der soeben vorausgesetzte Anfangszustand der Kreisel- 1 
axe experimentell nicht zu erreichen. Der Experimentator kann 
anfängliche Ruhe der Kreiaelase nur vom Standpunkte der Erdbewfr- 1 
gung aus beurteilen; er ist bestrebt, nicht die absolut« Ruhe im Raame^ 1 
sondern die relative lluhc gegen die Erde zu verwirklichen. Xehmeal 
wir an, dafs ihm letzteres genau gelungen sei, und sehen wir 
wie sich die Bewegung der Krei.selaxe gestaltet, wenn der Kreisel| 
insbesondere nicht angedreht ist. 

In der Anfangslage weist die Kreiselaxe bei dem erat«n Foa-I 
CBult'schen Versuche horizontal; sie bildet mit der Umdrehungsaxel 
der Erde den Winkel a, welcher zwischen 9 und a ~ tp {(p = geo- 
graphische Breite dea Ortes) enthalten ist und von dem Azimuth d«r I 
Kreiselaxe gegen den Meridian abhängt. Der unlunglichc Geschwind!^ I 
keitszustand besteht in einer Drehung um die Erdaxe von der Qröfsa 1 
a (w =■ Erdrotation). Diese Drehung zerlegt sich in eine Komponente I 
tu cos a um die Figurenase und in eine Komponente (o sin a um eine f 
äquatoriale Axe des Schwungringes. Der Anfaugsimpula dea Kreiselt \ 
hat nach denselben Axeu die Komponenten Ca cos u, Äa sin u; er 
bildet im l<'alle des Schwungringel 
(abgeplattetes Trögheitsellipsuid) mit | 
der Figurenaxe einen Winkel jJ < e^ ] 
weicher bestimmt iat durch 




(1) 



'80-; 



> Der Winkel ß kann auch durch eine I 
bekannte Konstruktion (vgl. p. lOti) 
gefunden werden, die in Fig. 110 
augedeutet iat. Aus der Richtung 
der Rotationsaxe 01t, die hier mit 
der Erdaxe zusammenfällt und der 1 
Richtung der Figurenaie OF folgt I 
"'*■ ""■ die Richtung der Impulsaxe OJ, 1 

indem man an die Spur dea Trägheitaellipaoidea in der Ebene li OF 1 
die Tangente im Sclmittp unkte mit OR legt und auf dieiie das LfOiJ 
von fäUL 
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Bei der nun folgenden Bewegung beschreibt die Figurenaie im 
Räume einen Präceasionskegel um die Irapulsaxe Ton dem soeben be- 
stimmten Öffnungawinkel ß Dagegen beschreibt eine mit der Erde 
fest verbundene von auslaufende Richtung vermöge der Erdrotation 
einen Kegel um die Kotatiousaxe der Erde. Aue der Verschiedenheit 
der Kegel ergiebt sich, dafs auch der nicht eigens angedrehte Kreisel, 
von der Erde aus beurteilt, Bewegungen ausführen würde und also (bei 
^nzlicb ausgeschalteter Reibung) im Sinne Foncaults als Oyroskop 
funktionieren wQrde. 

Natürlich ist aber auch die Yoraussetzung, dafs eich der Kreisel 
im Anfangszustande genau in relativer Ruhe gegen die Erde befunden 
habe, unzulässig. Selbst bei sorgfältigstem Esiierimentieren wird die 
Kreiselaxe relativ gegen die Erde eine Anfangsgeschwindigkeit haben, 
die mit Rücksicht auf die Geringfügigkeit der Erdrotation möglicher 
Weise gröfser sein kann wie die der letzteren entprechende Ge- 
schwindigkeit. Der anfängliche Impulsvector, der sich aus dieser Ge- 
schwindigkeit zusammen mit der Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation 
bestimmt, kann dann jede beliebige Lage und der Präcessionskegel, 
den die Figurenaxe um diesen Imjmlsvektor beschreibt, jede beliebige 
Wiukelöffimug haben. Wenn z. B. durch den anfänglichen Anatofs die 
Komponente der Erdrotation noch der Figurenaxe des Kreisels gerade 
aufgehoben, die Eigenrotation des Kreisels mithin zufällig Null wird, 
so würde der Impulsvektor in eine äquatoriale Axe fallen; der 
Präcessionskegel würde dann in die zu dieser Axe normale Ebene 
ausarten. Wenn andrerseits die Komponente der Erdrotation nach der 
Äquatorebene des Kreisels durch den anfänglichen Anstofs zufällig auf- 
gehoben wird, so würde der Präcessionskegel unendlich schmal werden 
und mit der Figurenaxe zusammenfallen; diese selbst wUrde dann im 
Räume absolut stillstehen. Mit Rücksicht auf derartige unkontrollier- 
bare geringfügige Anfangsim pulse würde also die weitere Bewegung 
des Kreisels völlig unsicher werden. 

Und nun ist die Sache die, dafs man dieser ünsldierhcit entgeht, 
wenn nuin dem Kreisel eine gegen die Erdrofvtion grofse EiymroUUion 
erteilt. Hierzu würde z. B. schon eine Geschwindigkeit von einer Um- 
drehung pro Sekunde geniigen, da dieselbe 24-60-60 mal grö&er als 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung ist. Etwa mit dieser Um- 
drehungsgeschwindigkeit bat Foucault in der That gearbeitet*). Der 
Gesamtimpuls des Kreisels, der sich aus diesem absichtlichen Eigen- 



*) Vgl. hierzu Inslmctions am lea eip^iienceB dv gyroscope; in dem Buche: 
Becueil des travaux scieutifiques de L. Foacanlt, Paria ISTS, p. 417. 
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impols, dem sonstigen unvermeidlicheii ÄnfEuigsimpuls und dem Im- 1 
puls der Brdrotation zusammensetait, wird alsdann fast genau die Ricb-l 
hing der Figurennxe haben. Gbiclizeitig wird der Processi onskegel 1 
so schmal, dafa wir mit einer für alle Versuche hinreichenden ()»■ I 
nauigkeit von einer absoluten Ruhe der Figurenaxe im Räume sprechen I 
können. 

Die dem Kreisel zu erteilende Eigenrotation bezweckt also ta I 
erster Linie, van den unkontroUierharen Anfangsimjmlsen beim Inganff-t 
Kiieen des Kreisels frri xu werden, wodurch überhaupt erst eine be-1 
stimmbare und wohldefinierte Bewegung des Kreisels ermögliebt wird, f 
in zweiter Linie, den Präcessiotiskegd hinreichend eng eu machen, wo-1 
durch diese Bewegung so einfach wie möglich wird, wobei sie nämliDh f 
merklich in die einfache Rotation um die im Raum feste Figurenaxe 
übergebt. Ist ■$£ die Eigenrotation de» Kreisels und wie früher ci die 
Geschwindigkeit der Erdumdrehung, « der anfängliche Winkel der 
Figurenaxe gegen die Drehaxe der Erde, ferner oj^ die durch unab- > 
sichtliche Änstöfse dem Schwungringe erteilte anfängliche Dreh- \ 
gescbwindigkeit relativ gegen die Erde, y der Winkel, den die Figuren- ' 
axe mit der Axe von a^ bildet, so bestimmt sicli die Ütl'iiung ß des j 
Fräcessionskegels ähnlich wie in Formel (1) > 



(2) 



Wenn ü grofs gegen a und otg, no hat man merklich ß = 0. Nehmen 
wir, wie es oben geschah, an, dafs a„ und o etwa von gleicher Gröfaen* 
Ordnung sind, so können wir kurz sagen, dafs die OShuiig des Kegels roD 
der Gröfsenordnung aJQ wird und dafw die Richtung der Figurenax« 
dann und nur dann als unveränderlich anzusehen ist, wenn man Gröfseii' 
von der Ordnung o/fi veniachlÜHsigt. 

Somit ist diu Foucaultsche Angabe von der im Raum festen, 
Scbwungringaxe unter den bisherigen Vernachlässigungen als hin- 
reicbend genau bestätigt und gleichzeitig die eigentliche KoUe, die der 
Eigenrotation hierbei zufällt, deutlicher als bei Puucault hervot^ 
gekehrt. 

Zunächst soll nun der Einflula dea Massen-iystems der Aiifhämjeringe 
studiert bez. nachgewiesen werden, dafa sie ohne merklichen Einflufs auf 
die Lage des Scfawungringes sind. Solange wir sie als masselos voraus- 
setzten, stand die Axe des Schwungringes bei hinreichender Eigenrotation 
desselben merklich im Räume stille. Dumentsprecheud wird unter dlesar 
Voraussetzung ein Durcbmesser D des inneren Ringes, nämlich der mit 
der Scbwungringaxe zusammenfallende, im Räume festgehalten. Andrer* 
seits wird ein Durchmesser />' des äufseren Ringes, nämlich der 
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dio Lotlinio des BeobacbtungBOrtes fallende, dorcli seine Yerbindiuig 
mit der rotierenden Erde in ganz bestimmter Weise gefilhrt. Es ist 
aber klar, daTs die Bewegung des Sjstems unserer beiden Ringe durcb 
Angabe der Bewegung zweier Dnrchmeaser D und D' vollständig fest- 
gelegt ist; Wenn der Durchmesser D wirklich im Itaume genau still- 
steht und der DurchmeBser D' genau die Bewegung der Lotlinie mit- 
macht, so ist die Bewegung unserer beiden Ringe dadurch euianglnufig 
gemacht. Ihre Drehgeschwindigkeit wird hierbei ersichtlich uon da- 
Gröfsetiordnung der Geschwhtdußdt der Erdrotation. Des Näheren sahen 
wir bereits pag. 732, dafs, solange die Schwungringsxe relativ zur Erde 
wenig von ihrer horizontalen Anfangslage abweicht^ die Winkelgeschwin- 
digkeit des äufseren Ringes gleich <o stn 90 sein würde; die des inneren 
Ringes wird, wie gleichfalls aas der angezogeneu frühereu Überlegung 
folgt, gleich a cos tp s'm l, wo l das Azimuth der Kreiselase gegen 
den Meridian des Beobachtnngsortea bedeutet. Indem des Weiteren 
die Schwungringaie ihre Stellung im Kaum behauptet und sich dabei 
im Laufe der Zeit aus der Horizontalen des Beobacbtuugsortes entfernt, 
ändern sich diese Werte der Geschwindigkeiten stetig, bleiben aber 
dauernd von der Gröfsenordnung a. 

Jetzt stellen wir uns vor, dafa die beschriebene Bewegung der 
Ringe auch bei nicht verschwindender Masse deraelben zwangläufig auf- 
recht erhalten werde. Hierzu ist erforderlich, dali den Ringen zu Anfang 
der Bewegung die Impulae A^a cos tp sin X, A^a sin <p erteilt werden, 
wo Af und A^ die Träglieitsmomenta des inneren und äuTseren Ringes 
um einen ihrer Durchmesser bedeuten, und dafs diese Impulse in der 
Weise abgeändert werden, wie es der Veränderlichkeit der Dreh- 
gescb windigkeiten entspricht. Sie bleiben dabei von der Gräfseuordnung 
A^a und A^co. Setzen wir sie mit dem Impuls der Eigenrotation des 
Schwungringes zusammen, welcher im Wesentlichen C'fl beträgt, so 
ergiebt sich ein Gesamtvektor, der nach Richtung und GröFse jedenfalls 
nur wenig von dem konstanten Eigenimpuls des Schwungringes ab- 
weicht. Der Richtungs unterschied sowie der verliältniämäfsige GrÖl'sen- 
unterschied beider Vektoren ist nämlich von der Gröl'senordniing o)/Q, 
wenn wir das Verhältnis der Trägheitsmomente A^,'C und AJC, indem 
wir ungünstig rechnen, der GrÖfsenordnimg nach gleich 1 setzen. (Bei 
der wirklichen Ausführung des Foucaultschen Gyroskops sind diese 
letzteren VerMltnisse sogar wesentlich kleiner als 1.) 

Wir können hiemach sagen: zu der von uns fingierten zwang- 
läufigen Bewegung der Ringmaasen, wie sie sich hei Festhaltimg der 
Schwungringase ergeben würde, gehört ein Gesamtimpuls, der nach 
Richtung und Gröfse als konatant angesehen werden darf, aofern wir 
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RichtungS' und GröfHenänderungea von der Ordnung ajSL vernach- 
lÜBsigen Er bleibt also in demselben Sinne und mit demselben Ge- 
nauigkeitsgrade konstant, wie die Fignrenaxe bei Äbsehong vun den 
Ringmaseen ihre Lage im Räume beibehält. In der That war auch 
die Un Veränderlichkeit der Schwungringaxe nur eine angenäherte, wie 
im AuschlnfH an Gl. (2) hervorgehoben wurde, und nur eine bei Ver-. 
nachlässigung des Gröfaenverhältnisses mjQ zutreffende. 

Wir Bchliefsen hieraus, indem wir nunmehr von der bisher I 
trachteten erzwungenen zu der freien Bewegung des Uassensystem 
Schwungring, innerer und äufserer Hing, übergehen, dafa diese : 
weguug bei gleicher Wahl des Anfangszustandes mit jener identisc 
BusfiUlt, sofern wir nur Unterschiede von der Gröfse w/ß vemachlaäsigi 
Denn für die freie Bewegung ist zu fordern, dafa bei dieser dei 
Impuls des Massensystema nach Richtung und Gröfse im Raum konsta 
bleibe. Dieser Forderung genügt innerhalb der Genauigkeitsgrei 
w/'ß die bisher betrachtete erzwungüne Bewegung. Daher stimmt c 
selbe innerhalb derselben Genauigkeitsgrenze mit der natürlichen ] 
wegung des Mafsensjstems überein. 

Mit anderen Worten: Der Einftujs der Massen des Cardani» 
Gehänges auf die Bewegung des FoucauHschoi Oyroskopes von drei Fn 
heitsgraden ist nur von der Gröfsenordmmg a/Q und Uifst sich 
Beobaditung auf keine Weise nachweisen. Er darf nicht nur, sondei 
er mufe konsequenter Weise vernachlässigt werden, wenn andere i 
überhaupt mit Foucault von der UnverSnderlichkeit der Schwung] 
axe sprechen will. — 

Um Mifsverständnisaen entgegenzutreten, wollen wir noch ausdrUel 
lieh hervorheben, dafs die bei der Foucaultschen Beobachtungsmethode l 
messende Winkeländerung des äufseren Ringes gegen die Erde (o« 
die Horizontalkomponente der relativen Bewegung der Schwungringaxe) 
nicht ihrerseits von der hier vernacbl äs s igten GrÖfaen Ordnung ist. Jene 
WinkeEnderung betnig nämlich oi am q) At. Ihr Verhältnis gegen 
GrÖfaen von der Ordnung a/Q ist Q sin g) Ä(. Hier bedeutet Q At 
den Drehungswinkel des Schwungringes während der Beobachtungazeit, 
also bei einigermiü'sen schneller Rotitliou uud einer bei Spiels weisen Be- 
obachtungazeit von 8 Minuten, ein aui'serordentlich grofses Vielfaches von 
2jt. Wir erkennen hieraus, dafs der Wert des zu beobachtenden gyro- 
skopiscben Effektes durch Vernachlässigungen von der Ordnung ro/Q 
in keiner Weise getrübt wird. — 

Von ungleich gröfeerem Einffufs wie die Massen der Äufbange- 
ringe dürfte die Iteiimng sein. Wir denken dabei teils an die Reibung 
in der FOhrungsaxe des äoTseren Ringes, teils an diejenigen Wider- 
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stände, die sieh zwischen den Schneiden des inneren Ringee und ihren 
Auf lagerflächen am äufseren Ringe entwickeln. Die Untersuchung dieser 
Fehlerquellen, zu denen sich noch Luftwiderstand, Luftströmungen, Er- 
wäraiuog des Materials etc. geaellen, wäre für das wirkliche Ver- 
ständnis der Foucaultschen Versuche jedenfalls wichtiger als die pag. 73fi 
erwähnten unnötig allgemeinen und mathematisch ausgesponneneii Be- 
trachtungen über Relativbewegungen. 

Den Einflufs der Lagerreibungen können wir uns in yergröfsertem 
und vergröbertem Marsstabe durch ein einfaches Experiment klar 
machen. Wir nehmen einen Kreisel im Cardanischen Gehänge, dessen 
Schwerpunkt im Mittelpunkt des Gehänges liegt (Fig. 2). Den Schwung- 
ring versetzen wir in starke Rotation und stellen seine Äxe anfangs 
horizontal. Darauf drehen wir das Gestell langsam um die Vertikale. 
Liegen die Verhältnisse günstig, d. h. ist die Reibung in den Lagern 
gering, die Eigenrotation stark und die Drehung des Gestelles langsam, 
so behält die Schwnngringaxe zunächst ihre ursprüngliche Lage schein- 
bar bei und hält dadurch auch die Ebene des äufseren Ringes im 
Räume fest. Dies Ergebnis ist aber nur eine Folge ungenauer Beob- 
achtung. Bei länger anhaltender Drehung des Gestelles oder bei ab- 
sichtlich vermehrter Lagerreibung sehen wir, dafs sich die Axe des 
Schwungringes langsam hebt und dabei den inneren Ring schief stellt, 
während der äufsere scheinbar fortfährt, seine ursprüngliche Lage im 
Wesentlichen beizubehalten. Drehen wir andrerseits das Gestell um die 
horizontale Ase des inneren Ringes, so bemerken wir ebenfaUs zu- 
lÄchst ein scheinbares Stehenbleiben der Schwungringaie, wodurch der 
innere Ring in seiner ursprünglichen Horizontalebene festgehalten wird. 
Bei länger anhaltender Drehung oder bei vermehrter Reibung sehen 
wir aber, dafs die Axe des Schwimgringes seitlich in der Horizontal- 
ebene ausweicht, wobei sie die Ebene des äufseren Ringes um deren 
Axe verdreht. 

Der Grund dieser Bewegungen liegt offenbar in der R«ibnng. 
Drehen wir das Gestell um die Vertikale, so bewegen eich die Lager 
des äufseren Ringes relativ gegen dessen Zapfen, welche durch den 
Schwungring annähernd festgehalten werden, und es entsteht ein Rei- 
bnngsmoment um die Drehase des äufserm Ringes; dieses setzt, wie 
wir bei dem Versuch sehen, in erster Linie nicht den äufseren, son- 
dern den inneren Ring In Bewegung. Drehen wir aber das Gestell 
um die vorher genannte horizontale Axe, so tritt ein Gleiten der Lager 
des inneren Ringes gegen dessen Zapfen und im Zusammenhange damit 
ein Keibungsmoment um die Axe des inneren Ringes auf; dasselbe versetzt 
nicht den inneren, sondern vornehmlich den äufseren Ring in Bewegung. 
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Die Erklärung dieser abermals paradoxen Erscheinungen läfst sich 
weDigsteiiB qualitativ aus der Theorie des Bchweren Kreisels entaehiuen. 
Unser im Schwerpunlde unterstützter Schwungring verhält sich unter 
dem Einflufs eines Reibungsmomentes um die Drehaxe des inntvcn 
Ringes mutatis mutandJs wie ein schwerer Kreisel. Denn das genannte 
ßeibungamoment hat, gerade so wie die Schwere beim Nicht-Zusammea- 
falleD von Schwerpunkt und Stiltzpuukt, die zur Figurenaxe senkrechte 
horizontale Gerade („Knoteulinie") zur Äse, Die Folge ist eine pseudo- 
n^läre Präcession des Schwungringes, bei welcher die Figurenaie des 
Schwungringes in der Horizontalebene ausweicht. Die Ebene des inneren 
Ringes bleibt dabei ini Mittel horizontal, die des äiifscmn Ringes wird 
verdreht. Die tTtierleguag lüfst sich entsprechender Weise auch auf die 
zuerst betrachtete Drehung um die vertikale Drehaxe des äußeren 
Ringes übertragen uud ergiebt dabei eine Präcession des Schwungringes 
in einer Vertikalebene, also eine Verdrehung des inticrcn Ringes. Ührigeiu 
kopimen wir auf diesen letzteren Fall im folgenden Kapitel bei dem 
Geradlaufapparat des Torpedos zurück, woselbst wir eine eingehendere 
Theorie der fraglichen Erscheinung geben werden. 

Auf den Foucaultschen Versuch Übertragen sich diese Ergehnisae 
wie folgt: Was bei uns das Gestell des Kreisels, ist bei Foucault die 
Erde, Ihre Drehung findet um die Polarase statt. Wir zerlegen sie 
in drei Drehungen um die Lotlinie, d, h. die Drehaxe des äufseren 
Ringes, um die ursprünglich horizontale Drehaxe des inneren Ringes 
und um die Figurenaxe des Schwungringes. Die den beiden ersten 
Drehkouiponeuten entsprechenden Reibungswiderstaade wirken in der, 
Weise unseres Versuches auf den Schwungring; die eine verdreht den 
inneren Ring und lenkt dabei die Ase des Schwungringes in verti- 
kalem Sinne ab, die andere verdreht den äufseren Ring und bewirkt 
eine Horizontal ab lenkung der Schwungringase. Beide Umstände stören 
diejenige scheinbare Bewegung, die die im Raum feste Schwungring- 
axe nach Foucault relativ zur Erde beschreiben soll. Die dritte nach 
der Figurenaxe genommene Komponente der Erddrehung kommt nicht 
weiter in Betracht; das entsprechende Reibiingsmoment addiert 8i< 
zu der von der Eigenrotatiou herrührenden Reibung der Seh" 
ringaxe in ihren Lagern und ist gegen diese zu veniac 

Es shtd mithin bei dem Foucaullaclten VeriMclt verschiedene Rabunga- 
ein/lüsse tkätig, welche die absolute RuJie der ScJiuvnt/ringnxe stören. 

Es entsteht nun die Frage, wie man über diese ReibungseinfiUsBe 
Herr werden kann. Das Mittel hierzu liefert abermals eine hinrekhend 
lißkf Eii/enrottitioii drs Schtettnifringes. (Foucault selbst läfst uns über die 
Rolle die der Eigenrotation bei seinen Versuchen zufUUt, wie schon 
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erwähnt, einigerinafsen im unklaren.) Mit RUcksiclit auf die Anfangs- 
beweguDg der Schwungringoxe sahen wir, daTs die Eigenrotation die 
Aufgabe hat, den von dieser Axe im Allgemeinen beschriebenen Prä- 
cessiotiskeyel Mnrcichoid enge zu. mac/ieti. Mit Rücksicht auf die Reibung 
di^egen müssen wir sagen, die Eigenrotation bezweckt, die zn don 
verschiedenen Reibungaeinäüssen gehörigen PriKessiortsgesduchidiifleilen 
möglichst langsam zu machen. Es handelt sich dabei wohlgemerkt 
jetzt um ganz andere Prücessiousbewegungen wie früher. Bei der 
durch die Reibung bewirkten Priicessionsbewegung, auf die wir nach 
Analogie mit dem schweren Kreisel schlössen, beschreibt die Axe 
des Schwungringes einen in eine Ebene ausgearteten Kegel (oder 
Fächer) und zwar einen solchen in der Horizontal- oder Vertikalebene, 
je nachdem wir allein das Reibungsmoment um die Drehaxe des inneren 
oder allein das um die Drehaxe des äufseren Ringes betrachten. (In 
Wirklichkeit werden sich natürlich beide Bewegungen überlagern und 
es werden auch noch minimale Schwankungen hinzutreten, die in der 
früher betrachteten Pricessionabewegimg ihren Grimd haben.) Da die 
Präcessionsgeschwindigkeit des schweren Kreisels gleich P/N war, wo 
P das Moment der Schwere und N den Eigenimpuls des Kreisels 
bedeutet, [vgl. z. B, p, 305 Gl. (13)"!, ao wird die Geschwindigkeit der 
durch die Lagerreibung bewirkten Präcession analog gleich M/N wer- 
den, wo M das eine oder andere Reibungsmomeut, N wiederum den 
Eigenimpuls bedeutet. Durch Vergröfsenmg von N kann man jeden- 
falls diese Präcessionsgeschwindigkeit so klein machen, dafs während 
einiger Minuten Beobachtnngszeit die Krelselaxe überhaupt noch nicht 
merklich aus ihrer Anfangslage im Raum abgewichen ist. Jedenfalls 
sehen wir, dal's, wenn es überhaupt erlaubt ist, von der Reibung abzu- 
sehen, dies nur für einen nicht zu langen Zeitraum und dank einem 
hinreichend grolsen Eigenimpulse gestattet ist. Wetttisckoti der Eigen- 
impuls die Wirlaing der Reibwigsmometde nicJU aufhi^?en kamt, so kann 
er doch ei>. das Zeitmaß dieser Wirktmg so reduzieren., dafs dieselbe für 
eitle nicht eu lange Bei^Micidmngsseit unwesentlich wird. 

Wie grofs man aber den Eigenimpuls wählen mufs, utn dieses m 
erreichen, läTst sich theoretisch nicht bestimmen, da es hierbei auf die 
Gr'ifse der Reibungsmoraente M, also auf die Konstruktion der Lager 
und Schneiden ankommt. Hier hätte die genaue experimentelle Unter- 
suchung der Fehlerquellen einzusetzen, die bei Foucault selbst zu fehlen 
scheint. Das experimentelle Genie von Foucault borgt uns dafür, dafs 
die Reibungawirkungen M bei seinem Apparat sehr klein waren; wie 
klein sie aber waren, darüber gewinnen wir aus seinen Mitteilungen 
kein Urteil, 
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Eine andere Schwierigkeit dee ersten FoncaalUchen 
Dämlich die Notwendigkeit einer sehr genauen Zentrierung des Schwang- 
ringea*), wird durch eine glückliche Modifikation des GyroBkopa, das 
Bog. Barogtfroskop, umgangen, von dem unten die R«de sein wird. 

Wir gehen zunächst zu dem zweiten Foucaultsehen Versudtl 
(Kreiael ¥on zwei Freiheitsgraden) Ober und haben hier die beiden inte-' 
reflsanten Sätze zu beweisen, dals a) ein in der Horizontalebene beweglicher 
Schwungring wie eine Deklinationsnadel, b) ein in der Meridianebene 
beweglicher ntutatie mutandie wie eine Inklinationsnadel sich verhält 

Der Beweis beider Sätze ist unmittelbar einleuchtend, wenn wir 
uns auf den früher entwickelten Begriff des Deviationswiderstandes 
stützen (vgl. Kap. III § 6); umständliche analytische Entwickelungen, 
wie sie für diesen Zweck von Gilbert**) gegeben sind, scheinen hier 
ebensowenig am Platze, wie im vorigen Falle. Die folgenden einfachen 
Betrachtungen stimmen im Resaltat mit den Gilbertschen Entwicke- 
lungen Uberein. 

a) Dr^nxe des äufserm Binges in die Lotlinie gest^i, innerer Smg 
unier änetn rechten Winket gegen den mfseren festgeklemmt, ScJitcutig- 
ringaj:e die Eorizontaleliene hestreicJnTid. Wir zerlegen die Erdrotation 
m in zwei Komponenten nach der Lotlinie und dem Meridian des Be- 
obachtungeortes. Die erste Komponente beträgt aalnip, wenn tp die 
geographische Breite ist Dieselbe beeinflufst bei hinreichend ge- 
ringer Reibung in den Zapfen des äufseren HingeB die absolute Lage 
des Schwungringes nicht; der Schwungring macht diese Drehung ein- 
fach nicht mit, wobei er natürlich auch den inneren imd äufseren Ring 
verhindert, dieser Drehung zu folgen, und verhält sich hinsichtlich 
dieser Komponente ebenso wie der Kreisel voa drei Freiheitsgraden 
hinsichtlich der gesamten Erdrotation. Die andere Komponente ist 
a cos 9. Denken wir uns die Lage des Schwungringes in der Hori- 
zontalehene für einen Augenblick filiert, so würde diese Komponente 
die Äxe des Schwungringes auf einem Kreiskegel um den Meridian 
herumfilhren und der Kreisel eine reguläre Präcession beschreiben. 
Vermöge seiner Trägheit widerstrebt er dieser Führung mit einem 
Momente, dessen Axe gleichzeitig auf der Pigurenaxe und der Axe des 
PräceBsionskegels senkrecht steht, in unserem Falle also in die Lotlinie 
fällt. Die GrÖfse des Momentes beträgt nach p. 175 Gl. (1), wenn wir 
für die dort mit v bezeichnete PräceBsionsgeschwindigkeit den Wert 
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*) VgL die oben cit InsbiictioiVB hui lea Expäienc« 
") Vgl. % XV und XVI der p, 738 citierten Arbeit: 
tion etc. 
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o coB 9? eintr&gen und den Eigenimpiüs N des Schwimgringee*) in 
die Formel einführen: 



(3) 



a COB ?) Bin * (2V — Am cos <p cos 9); 



# meint hierbei den Winkel zwiBchen der Figurenaxo des Kreisels und 
der Are des Prizessionskegels, d. h. in nnserem Falle den Winkel 
zwischen Figuren aie und Meridian. Zur Fixierung des Vorzeichens 
werde festgesetzt, dafe wir ■& von der nordlichen Seite des Meridians 
aus zählen wollen und dafs wir diejenige Seite der Schwungringaxe als 
(^positive") Figurenase rechnen, um welche die Eigenrotation in dem- 
selben Sinne erfolgt, wie die Erdrotation um die Verbindungslinie 
Erdmittelpunkt— Nordpol, dafs wir also mit Benutzung der pflg. 734 
eingeführten Ausdrucks weise die Figurenaxe vom Mittelpunkte des 
Schwungringes nach dem „Nordpol" desselben gezogen denken. Dae 
Produkt d^ in GL (3) ist auf Grund dieser Festsetzungen eine positive 
Grölse. 

Übrigens ist in (3) das zweite Glied der Klammer g^en das erste 
nnbedingt zu streichen. Jenes Glied verhält sich nämlich zu diesem 
der Grölsenordnung nach wie Am zu N oder (unt^r Absehung von der 
Verschiedenheit des äquatorialen und polaren Trägheitsmomentes) wie 
die Geschwindigkeit der Erdumdrehung zur Winkelgeschwindigkeit des 
Schwungringes oder wie die Dauer einer Schwungringumdrehung zur 
Länge des Tages. Wir schreiben daher statt (3) kürzer: 
(3') S •= — Nm cos ip sin &. 

Soll nun die vorausgesetzte PrScessionsbewegung des Schwung- 
ringes unter der unveränderlichen Neigung & gegen den Meridian auf- 
recht erhalten werden, so müfste ein Moment — K um die Lotlinie 
ausgeübt werden, welches den Trägh ei ts widerstand K überwindet. Ge- 
schieht dieses nicht, so bewegt sich der Schwungring so, als ob ein 
' Moment -|- K um die Lotlinie wirkt, welches den Winkel 9 verändert. 

IDie Lotlinie ist für den Schwungring eine äquatoriale Hauptaxe, des- 
gleichen für den Üufseren Ring, für den inneren Ring d^egen die 
Figurenaie desselben. Nennen wir j4, , C, , A^, Cj die bez. äquato- 
rialen und polaren Hauptträgheitsmomente des inneren und äufBeren 
Ringes, so wird für die Drehung um die Lotlinie die Summe der in 
Wi 
die 
Wi 



I 

i 

I 



*) Der Eigenimpula iV drückt lieh (vgl, n. B. p. SSS oben] durch die Enlemchen 
Winkel qj, 1(1, 9 folgen dermarBcn hub: ff '= C(ip -\- cob fl^'); <ii^ Wink elgesch win- 
digkeiten ip' and !(■' sind aber in Gl. (1) von p. n& mit fi niid v bezeichnet, Ek 
wird daher »«eh: N = (7{(i -f cos * ■ v). Selbstverstäiidlich bat der Eulersche 
Winkel qi aicbte mit der im Text benutzten geogtaphischen Breite <p zu thun. 
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Fk^ö konmtenden Tri^heitsmoinente von Schwtmgring, innerem un<i 
äoTierem Ring A + C, + ,4,. Die Bewegungsgleiehang wird mithin: 

(4) {A + C^ + Af)9" = K. Nb> cos <p ain ». 

Dafs gleichzeitig dnr Eigenimpuls des Schwtingringett durch die Erd- 
drehiing nicht geändert wird, ist selbatverBtändlich , weil die Axe von 
K auf der Figurenaxe Benkrücht ettiht. N ist daher in der vorigen 
Gleichung eine Eonstante, in welchem Umstände wir diejenige zweite 
Gleichung erblicken können, die zur Tollstüiidigeu Beschreibung der 
Bewegung unseres Kreisels von zwei Freiheitsgraden neben (4) erfor- 
derlich ist. 

Gl. (4) zeigt nan onmittelhar Folgeadea; Im Gleichgewieht befindet 
sich die Schuatngringaxe nur dann, tvenn dieselbe die RicIUung des Meri- 
dianes hat. Denn wir haben ■&" = d nur dann, wenn entweder d = 
oder * = Ji ist. Von den beiden Gleichgewiclitslagen ft ■= imd # •= « 
ist die erstere eine stabile, die letztere eine labile. Denn vermöge des 
Vorzeichens der rechten Seite von (4) wird bei einer Störung der 
Gleichgewichtslage # = die Schwungringaxe durch die auftretende 
Winkelbeschleunigung nach dieser Lage zurückgeführt, dagegen bei 
einer Störung der Gleichgewichtslage & — x von dieser uiitfernt. In 
der stabilen Gleichi/ewiciiielage Itefindct sich die Eigenroiation des Schwutuf- 
ringes mit der meridionalen Konq>onetite der Erdrotation im gleidisinnü/en 
ParaMdismus. Denn wir wollten, um das Vorzeichen von foN positiv 
zu machen, den Winkel 9 zwischen Meridian und Figurenaxe so be- 
stimmen, dais die Eigenrotation um die Fignrenaxe in demselben Sinne 
erfolgt, wie die Erddrehung um die Erdaie oder wie die meridionale 
Komponente derselben um die nördliche Hälfte des Meridians, von der 
aus wir den Winkel d zählen. Die von FoucauU hervort/^^iobene Ten- 
denz eum glcidisinntj/cti Paraildismus der Drebaxen zeigt sich in dem 
Auftreten der nadi dar stabilen Glcidufeuiiditslagc hin gerichteten Be- 
schleunigung der Schwmvjringaxc 

Am einfachsten und vollständigsten läfst sich die in Bede stehende 
Bewegung beschreiben, wenn wir sie mit iler Bewegung eines mathe- 
matischen FendelH vergleichen. In der That ist (4) nichts anderes, 
)ils die gewöhnliche Differentialgleichung der Pendelbewegung. Die 
letztere können wir, wenn wir unter l die Länge des Pendels und 
unter & denjenigen Winkel verstehen, den l mit der ntabilen Gleich- 
gewichtslage, d. h. mit der Schwererichtung jeweils einschlielst, schreiben : 
(4') »" ^-8in#. 

Um die Gl. (4) und (4') in einander fiberzunihren, ist es nur nötif^ 
l so zu wählen, da& 
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(5) 



„ 9j^+_^L±A'\ . 



Diese Formel giebt die Länge des korrespondierenden maätemaUsclicn 
Pendels an, dessen Bewegung hei gleichen Aiifangswerten von # und &■' 
mit der Bavegunff unseres Schwungringes g^mu identisch ist. Länge 
nnd Schwingungsdauer des Pendels wird um bo kleiner, je grölser N 
ist; dementsprechend nimmt die Richtkraft der Erddrehung auf unseren 
Schwungring mit der Gröfse des Eigenimpulsee JS' zu. 

Auch der Vei^leich mit der Dekliuationsnadel läfst sich jetzt anfs 
einfachste durchführen. Da nämlich die Bewegungsgleichung einer 
solchen lautet J%^'.=^~Ml{am&, wo / das Trügheitsmoment der 
Nadel, M das magnetische Moment dereelben und H die Horizuntal- 
intensität des Erdmagnetismus bedeutet, so wird die Lunge des diesei- 
Magnetnadel korrespondierenden mathematischen Pendels 



' MH' 
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Indem man die in (5) und {b') angegebenen Pendellängen gleichsetzt, 
erkennt man, wie sich die von Foucault ausgesprochene Zuordnung 
des rotierenden Schwungringes mit der Magnetnadel auch quantitativ 
durchführen läl'st. Stellt man sich z. B. vor, dal's das Trügheitsmoment 
J der Nadi'l mit dem für die Bewegung des Öchwunj^inges in Betracht 
kommenden gesamten Triigheitsraoraent A -k- (\ -\- A^ der Kreiaelvor- 
richtung übereinstimmt, so hätte man den Eigeuimpuls des Schwung 
ringes einfach so zu wählen, dafs Na cos tp = MH ist; alsdann wird 
die Bewegung unseres ScJtwungringes vom Eigetümptds N hei gUnclten 
Anfangswerlen von # und &' ein kongruentes Alifiild der Bewegung mnei- 
Magnetnadd vom nmgnetischen Momente M. 

b) Drehaxe des äufseren Ringes senkrecht gegen die Meridianfitenr 
gerichtet, innerer Ring senkrecht gegen den äufseren festgestellt, Schwuttg- 
ringaxe in der Mtridianebene beweglich. 

Von einer Zerlegung der Erdrotation in Komponenten haben wir 
hier abzusehen, weil die Gesamtrotation ra die Lage des Schwungringes 
in der Meridianebene beeinfluist. Denken wir uns den Winkel & zwischen 
der Axe des Schwungringes und der Äie der Erdrotation für einen 
Augenblick festgehalten, so würde der Schwungring eine reguläre Pni- 
cession um die Erdaxe beschreiben. Dem widerstrebt er vermöge 
seiner Trägheit mit einem Momente Ä', dessen Ase gleichzeitig auf 
der Axe des Schwungringes und der der Erdrotation senkrecht steht, 
also in die Normale zur Meridianebene, d. h. in die Drehaxe des äufseren 
Ringes fällt. Die Gröfse des Momentes beträgt nach p. 175 Gl. (!), 
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wenn wir nunmehr a statt v und JV statt C(fi + v cub '&) ein- 
tragen, 
(6) K a Bm 9 {N — A61 cos *). 

Ebenso wie unter a) haben wir «las zweite Glied der Klammer gegea 1 
das erste zn vemachlässigen, so dal's einfacher wird: 

(6') K==-NaBm&. 

Setzen wir ähnlich wie unter a) fest, dafs wir die Figiirenaxe vom 1 
Mittelpunkte des Schwungringes nach derjen^en Seite hin ziehen, von 1 
der aus gesehen die Rotation des Schwungringes in demselben Sinne 
erfolgt wie die Erdrotation um den Nordpol, uiid messen wir den 
Winkel 9' von der nördlichen Hälfte der Erdase nach der so definierten 
Figurenaxe hin, so wird das Produkt A'a in der vorigen Gleichung J 
positiv sein. 

Soll also der Schwungring in der sich drehenden Meridianebene 
seine Lage beibehalten, so ist dazu ein Moment — K um die Drehaxe 
des äuisercn Ringes erforderlich, welches die Trägh ei ts Wirkung des 
Scbwougringes überwindet. Wird ein solches Moment nicht ausgeübt, 
so mul's sich der Winkel & zwischen Erdaxe und Figurenaxe ändern, 
in solchem Mafae, das das Produkt ans dem Trägheitsmoment der be- 
wegten Teile und der Winkelbesebleunigung gleich K wird. Dies 
führt ebenso wie oben auf die Ditferentialgleichung: 



(1) 



{Ä-\- Ci + A^)»" = E Na sin *. 



Aus dieser Gleichung ergeben sich unmittelbar die folgenden 
Schlüsse: Der Sdiwungring befindid sich inner luUli der Meridianebene » 
dornt im Qleicltgewicht, wenn er äie Riclikmg der Erduxe hat, d. Ä. nur ] 
in den beiden Lagen >& = tmd 9 = x. Die altere Lage ist eine stabiU j 
die UUtere eine labile Gleichgewicfi-tslage. Indem die durch (7) {»«stimmte 
Beschleunigimtj den Schtcungring nach der sUthilen Oleichgewichtslage 
hinführt, ist sie bestrebt, die Drefmxe des Schwungringes mit der Dreh- 
axe der Erde in liomologem Sinne parallel sw ricliten. 

Auch die jetzige Bewegung ist kongruent mit der Bewegung eines < 
einfachen Pendels. Die korrespottdufrende Pendeilänge besagt nunmehr i 



(8) 



_ 9U+C, + ^ ), 



Andrerseits lüfst sich auch die Bewegung der Inklinationsnadel mit der 
Pendelbewegung identifizieren. Bedeutet J uatl M Trägheitsmoment 
uud magnetisches Moment der Nadel, T die Totalinteusität des Erd- 
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[iietiBmiiB, so wird die Länge des dieser lokliiiatioiiBii&del ent- 
sprechenden Pendels: 

Aus dem Vergleicii von (8) und (8') erkeimt man, wie sich das Ver- 
Jküten unserer in der Meridianebene beweglichen Scktoungnngaxe dem 
Verhalien der Magnetnadel im InMinaÜonskompafs quantitativ m- 
ordnen läßt, wobei indesaen der pag. 735 hervorgehobene Unterecbted 
beider Bewegungen im Auge 7.u behalten ist. 

c) Die TO rangehend en ßesoltate lassen sich leicht zuBammenfasseu 
und verallgemBiiiern, wenn man annimmt, dafs die Axe des Schwung- 
ringeB in einer gegen die iJrde beliebig gelegenen Ebene E beweglich sei. 
Man kann, um dieses zu erreichen, die Ebene des inneren Ringes wie- 
der senkrecht gegen die des äufseren feststellen und hat dann nur die 
Drebaxe des äuTseren Ringes relativ gegen die Erde so zu lagern, dals 
dieselbe senkrecht auf der Ebene E steht. Bedeutet i den Winkel 
zwischen der Axe der Erdrotation und der Ebeue E, so kommt als 
wirksame Kompoiiente der Erdrotation q cos X in Betracht und es 
ergiebt sieb als Lunge des korrespondierenden einfachen Pendels: 



1=^ 



(9) 

Diese Formel geht in den Fällen a) und b), wo im Besonderen 
k = ^ bez. A = wird, in die Gl. (5) und (8) Ober; sie rührt von 
Gilbert her*). 

Noch mögen zwei Bemerkungen hinzugefügt werden Über den 
EinäoTs der Reibung imd der Massen des Aufhängesyatems; diese 
Bemerkungen sollen sich gleichmärsig auf die Fälle a) und b), sowie 
auf den verallgemeinerten Fall c) beziehen. 

Die Reibung in den Lagern des äuTseren Ringes wird sich natür- 
lich auch bei dem Gyroskop von zwei Freibeitsgraden bemerklich 
machen. Während die Schwingungsaniplitude der Schwungringase bei 
VemachläBsigung der Reibung konstant bleiben mfifste, wie die obige 
Betrachtung zeigt, wird sie durch die Reibung allmählich gedämpft. 
Die Schwungringaxe wird sich also mit abnehmender Amplitude der 
Schwiugmigen immer melir der stabilen Gleichgewichtslage nähern uud 
sich scbliefslich in diese einstellen, wenn die Eigenrotation des Schwung- 

*) GL (ISU) in der fiülier cit. Arbeit: Mämüiie aur rapplication etc. Wir 
lind iin Tcite nur darin von Oilbert abgewicbeu, dafa wir beim Übergänge von 
(S) zu {&') lud von (6) zu {6') ein Ulied Eoit dem Faktor u' unterdrückt haben, 
welubes mit Uiiukucht auf den tienanigkeitugrad des ganzea theoretifichen Ad- 
■atzeH keine Bedeutung hat. 
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ringea hinreichend lange anhält. Hinsichtlich der quantitatiTen \ 
hältnisse dürfen wir uns dabei einfach auf die Analogie mit dem ein- 
fachen Pendel oder mit der Magnetnadel henifen. Bei ähnlicher Kon- 
struktion der Lager wird die Reihangswirkung hei den in Ilede stehenden 
Versuchen eine ähnliche sein, wie bei dem einfachen Pendel und beij 
den Schwingungen einer Magnetnadel, die ihrerseits natürlich stets g^l 
dämpfte Schwingungen sind. 

Waa die Massenwirkung des äufseren und inneren Kinges betrlfftyl 
so könnte es auffallen, dafs wir dieselbe in unseren letzten FormelAl 
zum Ausdmck gebracht haben, während wir bei der Besprechung des 
ersten Foucaultschen Versuches sagten, dafs sie zu Ternachlässigen 
sei. Dies erklärt sich daraus, dafs im ersten Poucaultschen Versuche 
(bei Veriuichliissigung der Reibung) die Schwungringaxe im Räume merk- J 
lieh feststeht und die Ringmassen nur Drehgeschwindigkeiteu von dn 
Ordnung der Erdrotation ausführen, dafs dagegen im zweiten Fou-^ 
caultschen Versuch die Schwungringaxe wirkliche Beschleunigun) 
erfährt, an denen die zu einem Ganzen verbundenen Mafsen des aufaeM 
und inneren Riuges teilnehmen. Während im ersten Foiicaultsch BUM 
Versuche der Einflufs der Ringmassen auf die zu beobachtende Gritb 
der relativen Bewegung des ächwtmgringes verschwindend klein wir| 
(von der Ordnung w/Q vgl. p, 742), wird er im zweiten Foucaultscha 
Versuch von derselben OriJfsenordnung wie die zu beobachtenden 1 
wegungen der Schwungringaxe selbst, so dafs sich z. B. in der Formel 
(9) das Trägheitsmoment der Ringe t',, A^ zu dem des Schwung] 
A direkt hinzuaddiert. — 

Es bleibt uns schliefslich noch Qbrig, von einer zweckmäßig« 
Abänderung des Foueaultschen Gyroskops, dem schon genannten Bnro 
f/proskop von Gilbert zu sprechen. Wie der Name besagt, kommt L 
diesem Apparat nulser der Erdrotation auch die Schwere ins SpieLa 
Wir schildern die Einrichtung desselben an Hand der Abbildung*) lllj 
indem wir den Vergleich mit dem Foueaultschen Gyroskop ziehen. 

In der Figur sieht man zunächst den Schwungring 7) mit seiner] 
Axe a, auf welcher sich bei E ein Zahnrad zum Anlassen desselben 
befindet, sowie in der Verlängerung der Axe nach untL'n hin ein Lauf- 
gewicht p. Als inneren King können wir hier den Rahmen C be-_ 
zeichnen, welcher bei A und A' auf Schneiden ruht. Den Bdgel t 
kiinnen wir mit dem äufseren Ringe bei Foucault vergleichen. 
läfst sich in der Hülse H verdrehen und auf diese Weise in ein 



*) Dieselbe iat dem „Katalog matheui. Madello, A|)parat« und InatnuneDte 
ioi Aurtrag» der douttcben Mathem.- Verein ig. benu»gegeben von W. Djv! 
Nachtrag p 79 entnommen. 
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liebigea Äztmutb einstellen; bei jedem einzelnen Venuclie ist er aber 
fest, da die Reibung in der Hfllae jede aelbstthätige Drehung des 
BUgels hindert. 

Man justiert den Apparat so, daTs die Axe AÄ genau horizontal 
unter einem beliebigen Azimuth gegen den Meridian steht, und bringt 
zunächst dnrch zweckmalsiges Verstellen der Schrauben vv und der 
ZusatzuiasBen hh' den Schwerpunkt von Schwungring und Rahmen in 




die Verbindungslinie der Schneiden AA!^ so dafs sich der bewegliche 
Teil des Apjiarates im neutralen Gleichgewicht befindet. Dann bringt 
man dos Laufgewicht p auf die am unteren Ende des Rahmens be- 
festigte Nadel und verwandelt dadurch die Neutralitat des Gleichgewichts 
in eine (geringe) Stabilität. 

Nachdem der Schwungring einen grofsen Eigenimpuls 'N bekommen 
hat (bei Gilbert 15<) Umdrehungen in der Sekunde), beobachtet man, 
dafs sich seine Aie oscillatorisch von der Vertikalen entfernt und nachdem 
die Oscillationen abgestorben sind, unter einer gewissen Neigung, welche 
unter anderem von dem Azinmth der Aufstellung abhängt, verharrt. 

Die Berechnung dieser Neigung nnd die Theorie des Versuches 
wird wieder äufserst einfach, wenn man an den Begriff des Deviations- 
widerstandes anknüpft. 

EUiB-äemm*Tf«ld. Knl»Ih«iisgun|. 49 
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Qualitativ können wir Folgendermarsen sagen: Der in einer be-^ 
liebigen Vertikalebene bewegliche Schwungring befindet sich unter ganz 
ähnlichen Bedingungen wie der Schwungriug im zweiten Foueaultacben 
Versuch (s. oben unter b) oder c)); um seine Lage innerhall) der Ver- 
tikalebene oder seine Stellung gegen die rotierende Erde festzuhalten,« 
wäre die Überwindung des Momentes K erforderlich, welches dial 
Verbindungslinie der Schneiden AA' zur Ase hat. Da ein Gei 
moment — K nicht ausgeübt wird, bewegt sich der Schwungring 
so, als ob ein Moment K um die genannte Axe auf ihn einwirkt. 
Dieses strebt die Figurenase des Scliwungringes der Drehaxe der ' 
Erde parallel zu stellen; es lenkt also die Scbwungringase aual 
ihrer vertikalen Anfangslage nach derjenigen Richtung bin ab, 
welche sich die Axe der Erdrotation auf die Bewegungsebene des 
Schwnngringea projiziert. Anfser diesem Momente wirkt aber jetzt 
das Moment der Schwere, welches die Figurenase des Schwungringe B 
nach der Vertikalen zuriicklenkt. Es wird mithin eine gewisse mittlere j 
Lage zwischen der Vertikalen und der Projektion der Erdaxe geben,.! 
in welcher sich beide Drehmomente das Gleichgewicht halten und ia I 
welcher sich die Axe des Schwungringes demnach in Ruhe befindet. 

Um die Überlegung nach der quantitativen Seite zu vervollstan- I 
digen, i»t e» nur nötig, das Moment der Schwere M einerseits und das 1 
der Trägheits Wirkung K andrerseits durch die an dem Apparat zu be- I 
obachtenden Gröfseu auszudrücken. 

Eh sei m die Masse des Laufgewichtes p und d sein Abstand vom I 
Schwerpunkt des Schwungringes. Bedeutet j den Winkel, deu di« I 
Figurenase des Schwungringes mit der Vertikalen bildet, von der Verti- 
kalen nach der Figurenase hin positiv gerechnet, so wird der Hebel- 
arm der Schwerkraft mg um die Axe der Schneiden S sin ;[ und daher 1 
das Moment der Schwere im Sinne des Winkels i 
(10) JJf = — «ijÄsinz. 

Bei der Bestimmung des Deviationswideratandes K gehen wir wieder j 
von der Gl. (1) p. 175 aus, führen darin den Eigenimpuls N dea '] 
Schwungringes ein und setzen für v die Komponente der Erdrotation l 
nach der Bewegungsebene des Schwungringes v = o cos i., wo X wie ) 
unter c) den Winkel zwischen der Erdaxe und dieser Ebene bedeutet. | 
Wir erhalten so, wemi wir noch ein Glied von der verhältnismäfsigen 1 
Gröfsenordnung Aa/N wie oben streichen: 

K= — Neu cos i sin # . 
* mifst hierbei den Winkel zwischen der Projektion der Erdaxe auf 1 
die Bewegungsebene des Sehwungringes und der Figurenase des letzteren, 



^ 0, Un NacliweiB der BrUroiatioa durch die Krei gel Wirkung. 
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Ton jener nach dieser hin positiv gerechnet. In dem gleichen Sinue 
wie * wird das Moment K gerechnet. Führen wir noch den Winkel 
p, ein, den die Projektion der Erdase auf die BeweguDgeebene mit 
der Vertikalen bildet, ebenfalls von jeuer nach dieser hin positiv ge- 
rechnet, so haben wir & ■=• fi + i und können schreiben: 
(11) K = — Na> {cos X WH X aia fi -\- sin X cos A cos jt). 

Hier sind die Produkte cos X sin p. und cos X cos p durch Gröfsen aus- 
zudrücken, die der Messung direkter zugäi^lich sind als die Winkel 
X und fi. Wir wählen als solche die geographische 
Breite y des Beobachtungsortes und den Winkel i 
(< 180"), den die Bewegungsebene der Figurenaxe mit 
dem Meridian des Beobachtungsortes bildet. Auf der . 
um den Mittelpunkt des Schwungringes beschriebenen 
Einheitskugel markieren wir uns (vgl. Fig. 112) ihren 
Schnittpunkt V mit der Vertikalen, ihren Schnitt- 
punkt P mit der Parallelen zur Erdaxe und endlich 
den Punkt Q, der der Projektion der Erdaxe auf die 
Bewegungs ebene des Schwungringes entspricht. Das 
entstehende sphärische Dreieck PQV ist bei ^ rechtwinklig. 
Hypotenuse beträgt n/2 — ip, seine Katheten sind 




Seine 
Der 



Winkel bei V ist gleich ( 
beiden Gleichungen: 

(12) 



Nach der Neperschen Regel gelten die 



I 



sin Ip = cos X cos fi, 

cos« - tgy tgft, 
aus welchen durch Multiplikation folgt 
(12*) cos a cos (p = cos i sin (i. 

Setzen wir die in (12) und {12*) bestimmten Werte von cos A cos fi 
and cos A sin /i in (11) ein, so ergiebt sich 

(13) K ^ —^ Nm (sin 3; sin 71 + cos % cos <p cos «). 

Wir können mm sowohl die Gleichgewichtslage wie das Be- 
wegungsgesetz der Schwungringaxe in einfachster Weise bestimmen. 

Im GlcitJigctvicht befindet sich die Axe des Schwungringes, wenn 
die beiden Momente M und K einander aufheben. Zur Bestimmung 
der Gleichgewichtslage dient daher die Gleichung M — K. Bezeichnen 
wir mit Zo denjenigen Wert von j;, welcher der Gleichgewichtslage ent- 
spricht, so haben wir nach (10) und (13) zur Bestimmung von Xo *^^ 
Gleichung: 

mgö sin 20 = ^^ (sin Xo s"* ^^ + '^^^ Zo ™s W ^^ ") 
oder 

(14) tgl.- 
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Allgemeioer finden wir die Betcegungsgleichuiig der Schwungruigaxe, 1 
wenn wir das Produkt aus dem Trägheitsmoment der bewegten Teile I 
in die Beschleunigung des Winkels 9 oder, was dasselbe bedeutet, des 1 
Winkels x gleich der Differenz der wirkenden Momente setzen. Ist A I 
das äquatoriale TrägheitBmomeat des Schwungringes und Ä^ das Trag- 1 
heitsmoment des Eahniens um die Verbindungslinie der Schneiden, so I 
kommt bei der Änderung des Winkels x ^^ Summe A + Ä^-\'mS*^l 
in Betracht. Die Bewegungagleichung wird hiemach 

{A + A, + md») x" -- K - M 
oder nach (lO) und (13) 
{A + Aj + mS^)x" = — iN'a am tp — nigd) sin ^ — N^ia cos y cos a w» kJ 
Wir achreiben hierfür bequemer, indem wir die Definition tou Xn l*"! 
rUcksichtigen: 

(lö)(J.+^, + md'Jx"=-"K(-^o'siny— m3ff)»4-(iV^iacoa9JCOsa)*8in(z-Xo)'l 
Auch diesG Gleichung läfat sich ersichtlich mit der Bewegungsglei- l 
chung eines gewöhnlichen Pendels in Parallele setzen (s. oben Gl. (4')), ^ 
Die korrespondierende Pendellänge wird nach Analogie von Gl. (5) 



1 = 



_?(A+^>_ 



mJ*) 



y(Nia ain ip — iJi^*)* + {Nia cos ip cos «)* 
Die Axe des Barogyioskops uscilliert also um die Gleichgewichtslage 
Xo mit derjenigen Schwingtmgsdauer, welche der soeben definierten 
Pendellänge / entspricht. Mit Rücksicht auf die Reibung an den 
Schneiden werden die Oscülationen allmählich absterben, und wird die 
schliefsliche Ruhelage mit der Gleichgewichtslage )^ zusammenfallen. 

Die Formeln (14) und (15) legt Gilbert der Berechnung und 
Dimensionierung seines Apparates zu Grunde. Die Gilbertsche Ab- l 
leitung*) dieser Formeln ist wieder wesentlich komplicierter wie die hier I 
gegebene. Wir diskutieren das Resultat in naheliegender Weise. 

Nach Gl. (14) hängt die Neigung Xo ""i' '^^^ Azimuth der Auf- ] 
Stellung ab und wird z. B. gleich Null, wenn « = ;r/2 ist, d. h. w 
die Verbindungslinie der Schneiden ÄA' in dem Meridian liegt. Letzterea J 
folgt unmittelbar auch daraus, dafs bei dieser Stellung des Apparates 1 
die Projektion der Erdase auf die Bewegungsebene der Schwuogring- i 
axe mit der Vertikalen zusammenfällt, dafs also in diesem Falle beide 
Momente M und K die Schwungringase gleicherweise in die Vertikale 
einzustellen bestrebt sind. Umgekehrt wird man, um eine möglichst 



*) Vgl. die mehrfach cit. Arbeit: Memoire mr Tapplication, S XVITI, f}| (163), I 
Die Reaultatc sind zaiammengeatellt in dem ebeafalU cit. Katalog mathem. H»<J 
delle etc. Nachtrag p. 78. 



§ 9. E>er Nachweis der Erdrotation durch die Kreisel wirkunf;. 7f)7 

deutliche Ablenkung j^, zn erhalten, die Verbindungslinie der Schnei- 
den senkrecht gegen den Meridian richten, die Bewegungsehene der 
Schnungringaxe also mit der Meridianebene zueamnienfaUen lassen. 
Innerhalb dieser Ebene wird die am unteren Ende des Ü^chwungringes 
befestigte Nadel nach Süden oder nach Norden abweichen, je nachdem 
dieses Ende nach der Ausdrucks weise von p. 734 ein Südpol oder ein 
Nordpol ist, d. h. je nachdem die Umdrehung des Schwungringes um 
die Nadel in dem entgegengesetzten oder in demselben Sinne erfolgt, 
wie die Erdrotation um den Nordpol der Erde 

Im Übrigen zeigt Gl, (14), dafe die Stärke des AuBschlages nur 
Ton dem VerMltnis niffd/Nco abhängt, und dafs man den stärksten 
Ausschlag, nämlich einen vollen rechten Winkel, erhalten würde, wenn 
man dieses Verhältnis gerade gleich sin <p wählt. Andrerseits lehrt 
aber Gl. (15), dafs diese Wahl praktisch nicht die vorteilhafteste ist, 
(ganz abgesehen davon, dafs die Auflagerung des Rahmens auf den 
Schneiden einen so grol'sen Ausschli^ unmöglich machen würde). 
Die Länge des korrespondierenden mathematischen Pendels würde dann 
nämlich 

^^ g(A + A, + mS^ 

und die zugehörige halbe Schwingungsdauer filr hinreichend kleine 
Schwankungen um die Gleichgewichtslage 



■V^ 



+ A,+n 



betragen. Zum Zwecke eines ungefähren Überschlages möge der 
für die GrÖfse des Ausschlags günstigste Fall cos a = 1, cos 9 — 1 
(Beobachtung im Meridian unter dem Äquator) vorausgesetzt werden; 
femer möge das Trägheitsmoment C des Schwungringes, welches etwa 
doppelt so grofs ist, wie das äquatoriale Trägheitsmoment Ä desselben, 
beispielsweise gleich A + A^ -{- ind* angenommen werden. Bezeichnet 
n die Umdrehungszahl des Schwungringes in der Sekunde, so hat man 
N ■= 2itCn und 



1 = 



'V^.- 



L 



Bei Gilbert ist (s. oben) m = 150; der Wert von ta beträgt in Sekun- 
den 23r/24 ■ 60 ■ 60; mithin wird 2ä«o) ungefähr gleich 10/144 und 

i=144m, r=12 8ec. 
Diese Schwingnngsdauer ist unerwünscht lang, da die Beobachtung auf 
die ersten Minuten nach Ingangsetzen des Schwungringes beschränkt 
werden muTs und da man bereits in dieser Zeit ein Urteil über die 
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(lefiaitive Gleichgewichtal^e dea Schwimgringcs gewinnen will, 
würden die stiirken Schwankungen der Schwungringaxe (in den 
ausgesetzten Falle beträgt die Amplitude der Schwankung einen rechten.^ 
Winkel) für die Beobachtung der mittleren Gleichgewicbtslage unbequem ■ 
Bein. Es kommt hinzu, dal'e unser Wert von r nur für hinreichend | 
kleine Schwingungsamplituden gilt, da!a d^egen bei den in imserem Bei- ' 
spiel in Betracht kommenden bedeutenden Amplituden die Schwingung«- 1 
dauer entsprechend länger ausfallen würde. Immerbin zeigt i 
Rechnung, dafs man die Stärke der Ablenkung aus der Vertikalen! 
durch geeignete Wahl der Umstände beliebig steigern und je nach B»- 1 
darf regulieren kann. 

Gilbert selbst rechnet folgendes Zahlen beisp i el : 9) = 4^" 50' 39"^'-l 
« = 0", H = 2()0, m = 0,79 gr, d = 5 cm; mit Rftcksicbt auf die Ab- | 
messui^en Ton Schwungring und Rahmen ergiebt sich 

Xo = 7" 37' 10", T = 3,76 Sek. 
Hierbei ist also auf einen sehr grofsen Wert der Ablenkung verzichtet 1 
worden zu Guust^^n einer Verkleinerung der Schwingungsdauer und der 1 
damit zusammenhängenden bequemeren Beobachtung der schlielslichei 
Gleichgewichtslage. 

Die Gilbertsche Anordnung scheint gegenüber der uraprQi^^licha 
Foucaultschen manche Vorzüge zu haben. In dem Laufgewichte p t 
seinem Abstände d vom Schwerpunkt des Schwimgringes hat n 
gewiss er maf'sen einen Parameter zur Verfügung, den man in einer RlrJ 
die Beobachtung günstigen Weise wählen kann. Indem man die Vei 
hältnisse so einrichtet, daia die achliel'sliche Gleichgewichtslage in der! 
Nähe der Vertikalen liegt, eUminiert man manche Beoh achtungsfehler, 1 
die bei grofaen Ausschlägen auftreten würden. Femer werden die 1 
unvermeidlichen Fehler bei der Centrierung der bewegten Massen, dia 1 
fUr das Foucaultsche Gyroskop sehr störend sein dürften, durch die I 
absichtliche Hinzufügung dea Übergewichtes j) für das Barogyroakop 1 
relativ belanglos. Über die quantitative Übereinstimmung zwischen 1 
Theorie und Beobachtung macht indefs Gilbert ebenso wie seinerzeit J 
Foucault in der mehrfach genannten Abhandlung keine näheren] 
Angaben. 

Abaichtlich haben wir in der vorangehenden Daratollung die wahr- 
scheinlichen Fehlerquellen imd die Frage nach einer möglichen quanti- I 
tativen Bestätigung stärker betont, als dies in den Lehrbüchern der I 
Mechanik sonst üblich ist. Scheint doch das vorliegende Beispiel vor- | 
züglich geeignet, zu zeigen, wie weit der Weg ist, der sich zwischen I 
der gedanklichen Erfassung eines dynamischen Vorganges und seiner l 
ReaUsierung durch bestimmte physikalische Apparate dehnt! 



g 9. Der NachwPiB der Erilrolation dnrch die Kreiselwirlniiig, 
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Fouc&ult hatte in geietToller Weise, mehr durch Intuition als durch 
zwingende mechaniBche Schlüsse, daa Verhalten des rotierenden Schwimg- 
ringes an der Erdoberfliiche vorhergesagt. Um von da aua sein Gyroskop 
fertig zu stellen, war eine angestrengte Arbeit von acht Monaten nötig. 
Trotz der aufgewandten Mühe und trotz der ungewöhnlichen experimen- 
tellen Begabung Foucaults dürfte der Apparat nur gerade an derjenigen 
Grenze stehen, bei welcher sich die nachzuweisende mechanische Wahr- 
heit aus den Störungen und Beohacbtungsfehlem eben herauszuheben 
beginnt. Wie mifstrauisch Foucault selbst gegen die Angaben seines 
Apparates sein zu müssen glaubte, geht aus einer Bemerkung in den 
oben cit. j^nstructions" liervor: Man dürfe nicht eher überzeugt sein, 
dafs die beobachtete Ablenkung des Gyroskops wirklich in der Erd- 
drebung ihren Grund habe, bevor man nicht bei entgegengesetztem 
Umdrehungssinu des Schwungringes denselben Sinn der Ablenkung 
erhalten habe. Es scheint hiemach, dafs nicht einmal der Sinn der 
Ablenkung über allen Zweifel erhaben war; dafs die Gröfse derselben 
sich mit einiger Genauigkeit richtig ergiebt, scheint umso zweifel- 
hafter, besonders wenn der Versuch von einem weniger gewiegten 
Experimentator als Foucault gemacht wird. 

Günstiger dürften aus den oben genannten Gründen (Fortfall der 
Notwendigkeit einer besonders genauen Centrierung, Auswahl Le- 
quemer Versuchsbediugungen durch geeignete Bestimmung des Über- 
gewichtes) die Chancen bei dem Barogyroakop stehen. Indessen wäre 
auch hier noch der wirkliche experimentelle Nachweis erforderlich, 
dafs die Fehlerquellen die Gröfse der zu beobachtenden Ablenkung 
nicht zu sehr entstellen, ein Nachweis, den wir bei Gilbert vergeblich 
suchen. 

Bei einer Wiederholung der Foucault'schen oder Gilbert'schen 
Versuche würde man wohl jedenfalls elektromagnetischen Antrieb des 
Schwuiigringes einführen und dadurch die Mil'slichkeiten ausschalten, 
die aus der allmählicbeu Verlangsamung der Eigenrotation hervorgehen. 
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